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4 实 变 函数 论 》 是 大 学 数学 课 中 理论 性 吏 强 的 一 门 基础 课 ， 在 
教学 实践 中 我 们 注意 到 ， 学 生 学 习 和 掌握 教材 的 基本 内 容 困难 并 
不 太 * 但 要 运用 所 学 的 知识 去 分 析 问 题 和 解决 问题 就 感到 困难 ,对 
于 难度 稿 太一 些 的 题目 甚至 和 不知 如 何 下 手 . 为 配合 学 生 对 该 课程 
的 学 习 ， 培养 学 生 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 , 我 们 编写 了 本 书 . 

杯 书 避 循 现行 《 实 变 函 数论 》 教材 的 顺序 ， 对 实 变 函数 论 的 
题目 进行 了 比较 第 选 ;: 对 全 国 部 分 高 校 硕士 研究 生 入 学 试题 中 的 
一 些 实 变 函 数 试 题 进行 羞 理 ， 确定 出 许多 有 较 疆 上 典型 性 、 忆 发 性 
和 综合 性 的 题目 此外， 在 重点 解答 每 个 三 目 药 同时 ， 比 较 注 重 
分 析 解 是 的 思想 和 和 解 题 方法 ， 使 读者 读 来 自然 ， 学 后 能 用 . 

全 书 以 解囊 为 中 心 , 每 章 在 “内 容 提要 ”中 ， 对 本 章 的 要 点 、 
定义 、 定 理 、 性 质 进 行 概 括 性 阅 述 ， 然 后 在 “问题 解答 ”中 ， 出 
省 济 深 地 安排 了 一 批 又 一 批 不 辣 居 次 的 例题 ， 对 具体 的 方法 和 技 
本 进行 一 步 一 步 地 分 析 讲 解 ， 并 苹 可 能 地 与 实 变 函 数论 》 教 村 
中 的 重要 概念 和 定理 联系 起 来 这样 有 助 于 读者 较 好 地 把 担 住 教 
材 的 难点 和 重点 ,使 不 同 层 次 的 读者 从 中 找到 自己 所 需要 的 东西 . 

本 书 由 华中 师范 大 学 数学 系 副 教授 张 喜 党 主编 ， 矢 加 编写 的 


有 张 喜 堂 编写 第 一 章 ， 第 二 章 )， 余 东 华 《编写 第 三 章 ， 第 四 
I 


章 )， 方 育 坤 《编写 第 五 举 ， 第 六 章 )， 全 书 由 张 喜 堂 统 稿 ， 张 喜 
党 还 参加 了 第 三 章 和 第 五 章 的 部 分 编写 工作 . 

由 于 编者 水 平 有 限 ， 书 中 难免 会 有 缺点 各 错误， 有些 题目 的 
解法 也 不 一 定 是 最 好 ， 尽 请 读者 和 从 素 这 一 课程 教学 的 教师 不 音 


赐教 . 


编者 于 华中 师范 大 学 数学 系 
2000 年 4 月 
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第 一 章 ”集合 的 一 般 理论 
内 容 提 要 


一 、 集 合 的 概念 及 其 运算 

集合 用 大 写字 母 4, 五, 艺 , 五 .… 表 示 , 面 集 的 元 素 常 用 小 写字 
各 XP 表示 ， 

当 工 是 集 4 的 元 素 时 , 记 为 了 EE4 和 否则, 记 为 了 仁 妊 或 二 在 上 4. 

注 1° 任 一 对 彰 或 事物 + 被 当 作 茶 一 给 定 集合 4 的 元 素 时 、 
唱和 与 4 的 关系 要 人 么 是 六 EA 有 ,要么 是 z+ 巨 4, 二 者 必 居 其 一 ,而 不 
可 若 得 ,有 即 " 非 此 即 和 被” 

2 不 售 任 何 元 束 的 集合 称 为 空 集 , 记 为 和 ;人 避 售 一 个 元 素 的 
集合 称 为 单元 素 集 ;如 果 集 合 只 售 有 限 个 元 素 , 则 称 此 集合 为 有 限 
集 ,否则 称 为 无 限 集 . 

[ 定 光 1 1 设 和 ,BB 是 两 个 集合 

1) 其 和 4 的 所 有 元 率 都 是 B 的 元 素 , 即 YY EA=>xrEB8B, 则 
称 及 为 上 8B 的 子 集 , 记 为 A 守 B 或 B 汪 A. 

《2) 着 A4 叶 B, 和 但 存在 xoEB 而 zo 忆 EA, 则 称 A 为 B 的 真子 
集 , 记 为 4 二 B 或 8B 了 A. 

《32 车 4 号 且 五 生 4, 则 称 集 4 与 互相 等 , 记 为 人 4 一 后 (4 与 
如 的 元 训 完 全 相同 ). 

注 1” 对 任意 集 4 有 4 全 点 , 寻 短 4. 

2” 车 4 安 互 且 BECC, 则 AESC. 

[ 定 光 1.2] 设 4,5 是 两 个 集合 , 则 定义 4 与 B 的 并 {和 )、 
交 ( 积 )、 差 . 直 积 如 下 、 

《> 权 过 瑟 一 人 zjzE 或 过 丘 五 1 


【2 ANMNB= {rrIEBA rEeEA}; 

(3) A—B={zxr|izEA 和 reB}; 

C4) 当 BBE 有 A 时 时, 称 A 一 B 为 集 吾 关于 44 的 补 集 , 记 沟 宪 4 如 
一 {7T|r 万 4 但 zzEBBCICA}; 

《5》 AXB={(r,y rEA,yEB)}. 

注 有 4 与 的 并 ALUB 世 可 用 有 4 十 吾 表 未,; 交 A 门 B 也 可 用 
有 4 " 吾 表 未 , 害 也 可 用 表示 ,特别 , 直 积 和 4 头号 不 能 写 为 
A+-B. 

[定理 1.1] 集合 具有 如 下 常用 性 质 : 

(1》 AUA=A,ANMA=A; 

[27 AU ZA.ANG = ; 

AUS 一 S$S,ANMmS 二 A;({ 其 中 5 为 全 集 ) 

3) AUB=BUA,ANB=BNA:; 

A CAUBIUC=AU (BUCI CANBINMNCS= AN (BNO); 

{5) CAUBINC= CANCOIU CBN CY), 

‘ANBIUC=CAUOIN BUC); 

6) AUCANB=A,ANCAUB)—A; 

《7) AU A=S,ANSA=E; 

(8) BABE AY = As 

《9) 车 4 宇 避 , 则 有 

和 [号 一 志 ,4 门 瑟 一 4 4 一 瑟 一 他， 
AUCCBUC,.ANMCESBNMC; 

C0 AUB=[LtA— BU BAIU CANMNEY. 

[定义 1.3] (12 设 光 为 任 一 集 ,; 若 ¥Y ae 和 瑟 , 都 有 一 个 集 4 
与 之 对 应 , 则 称 集 4. 的 全 体 为 以 天 为 指标 集 的 集 族 , 记 为 
{4.|eE 瑟 或 (4 er; 

特别 , 当 X== 科 ,2 nn) 时 ,46) 二 {4Ass… A); 当 工 为 
自然数 集 昧 时, (Aen 一 {4} 总 一 {141,43 } 称 为 集 列 , 简 记 为 
{ne 

《2) 集 族 14.}6ex 的 并 集 定 光 为 

中 + 


HA 或 之 ;4 一 { 昌 o 拓 天 ,使 z 生 4 
i EX 


3) 集 族 14.joexr 的 交集 定 祥 为 
人 4. 或 上 [4 ~ {riveE Xr EE A): 


ET 
特别 , 当 XX 一 N 时 , 称 避 A, 为 可 列 并 , 称 门 4A, 为 可 列 交 . 
[定理 1.2] 第 摩根 (De Morgan} 定 理 : 设 5 是 任 一 上 集合 ,而 


{t4vla 和 所 天) 是 3 的 一 组 子 集 , 则 有 
wD) A 一 NN CA.) 
b= ot€ 


史 站 47 一 LU (eA,}. 
2 捷 aE 
注 i* 若 A.CBiY aEXK, 则 NAB; 
若 4 一 五 ,Y aeEX, 则 ADB. 
2° CUOAINBS= UU CAN EB); 
5 己 六 = 
CN A) UB= (A UB). 
3 UANBA= CU AIMNCU Bas 
5ET EX BEY 


AEY 
UU CAAU Ba)= CU AY UC Bs). 
Ee EE FEY 


[定义 1.4] 设 {4.} 是 一 集 列 , 则 定义 集 列 (4 的 上 限 集 
THm4。 和 和 下限 案 1i4, 如 下 ， 

Jim4 一 (zz {fA} 和 {4.) ,使 XE A 一 1,2，-…}， 

lm4,= {x3 ma 二 Im A,.}. 

车 ln4, 一 Hm4,, 则 称 {4,) 收 得. 这 时 称 14,} 存 在 极限 集 , 记 
为 lim4d 一 Timvt 一 li 

[定理 1. 3] 01) 对 任 一 集 列 {A4.) ,有 

HmA4.—N U4 lm4,—U A A. 

2) 若 集 列 {14.) 是 单调 增加 的 , 即 对 Y on, A, 三 41, 则 {4,} 是 

收 合 的 , 且 lim4. 一 4.. 


若 集 列 {14,} 是 单调 减少 的 ,有 即 A A | (4 是 收 阑 


的 , 且 lim A 一 站 4.. 
[ 定 光 1.5] 和 证 蕊 是 一 个 男 定 的 非 空 此 ,又 4 和 区 , 作 基 上 的 
函数 
1，, 工 后 但 
D5 生生 45( 即 二 所 关 一 44) 
别称 zaCz) 为 集 44 的 特征 函数 ， 
[定理 14] 特征 画 数 的 性 质 ， 
《TI2 车 EX,XACT}—=Xate) ;NN A=B: 
(2) 岂 一 天 二 (rs=E1 (rEX):; 
A=—BXAT) 0 CrE XY)) 
3) ACBE>XA A EX rs 
ABoSXArT I Xr):; 
C4 XAT) 一 max, 《7 


Xa ti) 一 | 


XN 《 工 ) 一 minxa, (Cr). 

二 、 集 的 势 与 元 限 集 理论 

[定义 1.6] 设 4,B 为 两 个 非 空 集合 : 

(1) 者 对 每 一 个 上 和 4 , 均 存 在 唯一 的 yE 忆 与 之 对 应 ,出 称 此 
对 应 为 肌 射 , 记 为 ”4 一 忆 , 并 称 史 是 由 4 到 巨 的 一 个 映射 - 

(2) 若 9:4 一 已 , 当 zsE 呈 , 且 工 尖 。 时 ;有 PT ETI) , 
出 称 P 是 由 有 到 B 的 一 个 单 射 ; 若 的 秆 域 (yly 一 px) ,XEA) 
一 瑟 , 则 称 9 是 由 半 到 如 的 一 个 湛 射 ; 若 多 琶 是 单 射 双 是 满 射 , 则 
称 ? 是 4 到 号 上 的 一 一 映射 . 

“3) 若 存 在 一 个 由 4 到 吾 上 的 一 一 揣 射 , 则 称 系 合 4 和 与 五 对 
等 , 记 为 4 一 吾 . . 

注 ”31° 对 等 关系 满足 三 个 基本 性 质 ; 反 身 性 ,对 称 性 ,传递 性 . 

2” 车 ta4.) 与 {18.)} 中 任 两 个 集 都 不 相交 :加 A. 8.. 

3” 徐 证 两 集合 4,B 对 等 ,内 闫 在 A,B 之 间 枸 造 出 一 一 对 应 
好 可 ， 

» d+， 


4" 4 ~- 百 与 4 一 吾 的 本 质 区 别 在 于 ， 
A 二 互 = 4 一 吾 , 其 闭 不 宫 ， 

[定义 1.7] (1) 能 与 自然 数 集 对 等 的 集 称 为 可 班 集 ,不 是 可 
列 集 的 无 限 集 称 为 不 可 列 集 ,有限 集 或 可 列 集 称 为 至 多 可 列 集 . 

(2) 如 果 两 集合 对 等 , 则 称 它们 具有 相同 的 势 或 基数 , 集 4 的 
势 用 也 表示 ， 

者 A 一 N, 则 用 4a 表示 4 的 势 ,: 即 及 二 a. 

车 4 一 [0,1], 则 用 c 表示 万 ,有 即 六 二 ce. 


注 1* 若 4 所, 则 也 一 于 


2° 他 一 0, 有 限 集 的 势 为 元 束 的 个 数 . 
3° 车 存在 CCB, 使 A~C, 且 A 与 B 不 对 等 , 则 本 一 专 . 


4* 及 一 司 , 及 < 吾 , 及 污 请 有 且 只 有 一 个 成 立 . 

[定理 1.5] 伯 恩 斯 坦 C(Bernstein) 定 理 ; 设 A,B 为 两 个 和 集 ， 
若 有 4 的 子 尘 4 与 互 的 子 信 BB, 使 A~B, 是 4 一 已, 则 A 一 B. 

[定理 1.6] 无 根 集 的 特征 性 质 : 

《12 A 为 无 限 集 二 A 六 4 的 某 一 真子 集 , 且 4 一 Ai 

(2) 4 为 无限 和 集 一 > 了 B 导 A, 使 B~_N. 

[定理 1.7] 可 列 集 的 车 于 结论 ; 

(1) 及 为 可 列 集 < A 的 元 宫 可 排列 成 一 个 无 穷 序 列 的 形式 ， 
即 A= {ararr esa} 

《2) 可 列 集 的 任何 子 集 都 是 至 多 可 列 集 ;可 列 集 的 无 窍 子 集 
是 可 列 集 ，; 

“3) 至 密 可 列 个 至 多 可 列 集 的 并 集 是 至 多 可 列 集 , 旦 参与 并 
运算 的 集中 至 少 有 一 个 是 可 列 集 时 ,其 并 是 可 列 集 ; 

《47 有限 多 个 至 密 可 列 集 4,B,C,…,X 的 直 积 AXBXCxX 
XA {eb TaEASEBEC,.… ,rE 和 RR 到 EE 宁可 
列 集 :; 

站 5 二 


(5) 车 4 为 至 多 可 列 集 ,B 为 无 限 集 , 则 AUB~B; 

(6) 有 理 数 集 Q 是 可 列 集 ; 整 系数 多 项 式 的 全 体 所 成 之 集 是 
可 列 集 ;R: 上 某 些 长 度 不 为 零 且 互 不 相交 的 区 他所 成 之 集 是 至 多 
可 列 集 ;R: 上 单调 函数 的 不 连续 点 所 成 之 乐 是 至 多 可 列 集 ;代数 
数 全 体 所 成 之 集 是 可 列 柴 . 

[定理 1 8] 不 可 数 集 的 若干 结论 : 

(1) 区 阿 [o,1] 是 一 个 不 可 数 集 , 其 势 记 为 <, 称 -c 为 连续 
基数 ; 
(2) 至 多 可 济 个 或 不 可 列 个 不 可 列 集 的 并 集 是 不 可 列 集 ; 

(3) 有 限 个 具有 连续 基数 < 的 集合 的 直 积 集 是 具有 连续 基数 
c 的 集 ， 

64) 设 (4.) 守 1， 有 cwY ”县 至 少 有 一 个 元 ,一 c, 则 沁 4. 具 
有 连续 基数 cs 


《5) 全 体 实 数 R! 是 不 可 数 集 , 旧 Ri~[o,1], 即 不 一 ,Ri 上 
任 一 个 长 度 大 于 零 的 区 闻 都 与 [0,1] 对 等 ,全 体 自 然 数 数列 所 成 之 
集 具有 连续 基数 cxa 维 空间 中 的 所 有 点 所 成 之 集 R" 具有 连续 基 
数 <c: 全 体 实 数列 所 成 之 集 具 有 连续 基数 c. 

[定理 1.9] 无 最 大 势 定理 , 设 M 是 任意 集 , 作 CM) 表示 由 


,M4 的 所 有 子 集 所 成 之 集 , 则 有 过 CW)> 闻 . 
启 题 解答 


一 、 回答 问 题 并 说 明理 由 

[D113 为 什么 说 空 集 名 是 任何 集 的 子 集 ? 

答 由 于 BCA 的 意义 是 :车 aE€B, 则 aE4, 此 命题 的 首 否 
命题 为 :车 a 巨 4, 则 必 有 a 忆 B. 因此 ,要 证 明 包 于 4, 只 用 证明 硅 
2 所 4, 则 = 会 刀 即 可 .事实 上 :, 若 a 世 4, 直 于 茹 中 不 食 任 何 元 素 , 当 
然 有 a2E 朱 ,于 是 ,记忆 4, 即 名 是 任何 集 的 子 集 . 

二 归 三 


[1.2] 若 4 二 BB.B8CC, 则 ACC 是 什么 原 攻 ? 
解 《1) 车 4 王宫, 出 结论 ACCC 显然 成 立 . 
(2) 若 7 dEA, 让 题 设 4ACB, 则 有 aEB,X BCOC， 
所 世人 辟 ACC 
[4.3j 为 什么 有 A 一 8 一 A 站 BB? 
答 国 ¥ TEA 一 BB. 则 xEA BrEB, 从 而 EA 有 rEEB, 
二 AN 和 BB, 所 以 ,A 一 BCANMNYB. 
反之 :WXTEANEB, 则 TEA 且 xEFB, 上 大 而 XEA 有 有 
TEB:B rE A—B, 所 ,AN BITA— HB. 
综 上 可 知 ,A 一 B 二 A 站 次 BB. 
注 ”我 们 在 以 后 问题 的 证 明 中 ,经 常用 到 这 一 等 式 将 差 化 为 
交 . 因为 差 运 算 性 质 不 多 ,而 交 的 运算 性 质 儿 而 方便 ,所 以 运用 这 
一 等 式 可 使 问题 简化 ， 
[ti 和 (A 一 B)UJB 一 (AUB) 一 B 成 立 的 充 要 条 件 是 计 玄 ? 
答 左边 二 C4 一 BUB=CANwBIUB 
~—(AUABNMNCGEBUB}= (CALB}NMSS—=AUBS. 
省 边 一 AUB) 一 BB 一 CAUBIMNEB 
CAMBIU BNEB) A BE =A—B. 
要 使 左边 二 右边 ,; 即 AUB==A 一 8, 从 而 当 且 仅 当 BB 二 客 时 才 
能 成 立 . 即 (A 一 BYUB==(AUB) 一 BB 成 立 的 充 要 条 件 是 B 一 说. 
[1 5] (8 一 A)U A 一 B 成立 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
答 左边 一 (CB 一 UA=(B8 站 mwAYUA 
BUAIMN EAUA)=CBUAINMNS 
~BUA. 
右边 一 召 , 要 使 BUA 一 B, 当 和 且 仅 当 A 性 B 时 才能 成 立 , 即 
至 一 4 U4 一 吾 成 立 的 充 要 条 件 有 是 ACCBE. 


[1.6] 为 什么 说 {zlz>>o) 一 局 人 ziz>> 款 }? 
答 设 .& triz>>0), 则 xzo>>0, 从 而 存在 mmEN ,使 v> 工 ， 


=。 了 。 


即 zo€ 人 zlz> 寺 } 也 即 me 电位 > 二 上 所 以 tz1z>o)S 


[EE 


反之 , 设 me 总 人 zlz> 二 | 则 3mceN, 使 得 me 


EE 努 之 记 之 0 从 而 trix>0),， 所 以 
口径 Ir> 译 }C{zlz>0). 
综 上 知 “{z|zx>0) 一 十 {zl7 之 十 ]. 
[1.7] 设 N 为 自然 数 集 ,N. 为 正 侦 数 集 ,NN 与 N. 对 等 吗 ? 
答 各 与 和 N. 是 对 等 的 .在 周 与 NN. 上 建立 上 映射 ff :NN 一 N.， 
fF) 一 24 EM) ,显然 /:N 一 N, 是 一 一 映射 , 故 Mr 一 
[8] R! 上 以 有 理 数 为 端点 的 区 间 的 全 体 所 成 之 集 与 自然 
数 集 之 间 能 否 建 立 一 一 对 应 ? 
答 能 建立 一 一 对 应 关系 ， 
事实 上 , 设 直 线 上 的 全 体 有 理 版 光 cayeazy ee， 令 A 一 (asc) 
全 jaa) 了 刚 !14) 可 如 下 排 成 序列 : 
is 
gs 
ss ras 的 站 
令 12- A dA A A As 
即 14;,} 与 NN 之 间 建 立 了 一 一 对 应 美 系 . 
[1.9j 为 什么 说 任何 无 限 集 A 都 包含 有 可 列子 集 ? 
答 因 广 在 任何 无 限 集 4 中 总 可 挑 出 一 个 可 列子 集 ， 
事实 上 ,4 非 空 ,性 取 有 EA,A 一 {fa} 也 非 空 ;和 否则 A 二 {a} 
与 4 为 无 限 集 政 盾 ,所 以 任 取 2,E 4 一 {a1}, 由 于 4 一 {ai,az} 非 
空 , 和 否则 甩 为 tai,as} 芝 盾 ,所 以 人 尾 屯 aEA 一 alas) ,如 此 下 去 ， 
设 已 从 二 中 取出 了 arrasy 人 omy 由 于 A 一 ?asaz9 ryan} 非 空 ， 理 
"B= 


则 1 一 {oadaryda} 尖 有 限 集 开拓 ,所 以 任 取 duttalrass 
ev 因此 :在 如 中 必 可 取出 一 可 列子 集 { 人 ayaz ev 和 
Li 10j] 怎样 建立 无 限 集 与 它 的 一 个 真子 集 的 对 应 区 


系 ? 

答 这 4 为 无 限 集 : 则 4 必 有 一 个 可 列子 集 A* 二 {ayas, 
人 一 有 A 二 A A. 

令 月 二 Ao jfasvasswodsnnr},: 则 及 是 4 的 真子 集 , 作 A 芭 用 
的 上 冉 射 使 fi) 一 qspis 记 而 当 rE 和 村, 令 f(r) 一 ,显然 
:A 后 为 一 一 映射 ; 即 4 一 i. 

El1. 11 由 直线 上 互 不 相交 的 开间 隔 所 成 之 集 是 至 包 可 列 集 
吗 ? 

答 是 . 

因为 设 安 一 1 位 } 为 直线 尺 上 互 不 相 变 的 开间 隔 所 成 之 集 . 其 中 
为 RR 上 的 于 间隔 . 

对 YW 了, 了 EG 有 了 I 中 mn/ 一 疗 , 由 有 理 数 的 稠密 性 知 , 在 每 一 了 中 
至 少 浊 有 一 个 有 理 数 ,部 从 避 中 每 一 个 并 间隔 中 取 定 一 个 有 理 数 
r 组 成 集合 44; 因为 上 G 中 开 个 隔 互 不 相交 ,所 以 A 中 的 有 理 数 彼此 
不 同 , 令 中 的 开间 隔 了 与 中 取 定 的 有 理 数 对 应 ,显然 这 种 对 应 
是 一 一 的 ,由 于 4 是 有 理 数 集 扎 的 子 集 , 商 扎 为 可 列 集 ,所 以 半 
为 至 笋 可 列 集 : 即 尼 也 为 至 驳 可 列 集 . 

注 ”此 结论 常 可 用 来 证 明 至 多 可 列 集 的 有 关 问 题 . 

[ai I2] 为 什么 说 平面 上 项 点 具有 有 理 坐 标的 三 角形 所 成 之 
和 集 是 可 列 集 ? 

答 因为 刘 M 为 平面 上 顶点 具有 有 理 坐 标的 三 角形 所 成 之 
集 , 由 于 有 理 数 集 扎 是 可 列 集 ,平面 上 的 三 角形 由 三 个 项 点 所 斑 
定 , 而 每 个 项 点 由 两 个 数 决 定 , 故 六 个 数 可 确定 一 个 三 角形 ,所 以 
本 中 的 每 个 元 喜 由 息 中 六 个 相互 独立 的 数 所 确定 , 即 1 一 
args [所 以 24 为 可 列 集 . 

Fi.13] 设 4 为 平面 上 以 有 理 点 为 中 心 ; 以 有 理 数 为 半径 的 
图 所 组 成 的 集合 , 则 4 为 可 列 集 . 

9 9+ 


和 解 ” 因 有 理 数 集 忆 为 可 列 集 ， 令 
B=iby Ty Q}, 
由 征召 中 的 元 素 沁 = 依赖 于 三 个 独立 的 有 理 数 , 所 以 号 为 可 列 集 . 
对 有 中 的 每 个 元 素 ao 它 的 交心 为 有 理 点 Kzroyros 半生 为 有 
理 数 z,, 作 映射 2:4 一 吾 , 使 
pe 一 es 全 五 ， 
则 gg 是 4 到 的 一 一 映射 , 故 A 与 B 的 一 个 子 集 对 等 , 调 为 可 
列 集 , 故 A 为 至 多 可 列 集 ,又 A 为 无 限 集 , 所 以 4 必 为 可 列 集 . 
[1.14] 设 瑟 为 自然 数列 的 全 体 所 成 之 集 , 为 自然 数 集 ,B 
一 和 N 对 吗 ? 
答 如 与 N 不 对 等 . 
用 反 证 法 ,假设 8 一 和 N, 则 B 为 可 列 集 , 由 对 等 定义 知 , 可 建立 
如 的 元 素 与 NN 的 元 训 之 间 的 一 一 对 应 , 故 对 YiEN, 有 且 仅 有 一 
个 无 穷 序列 {mx} 与 之 对 应 , 现 把 与 自然 数 1 对 应 的 序列 {x4} 记 为 
tm4) ;于 是 可 将 B 的 全 体 元 素 排 列 如 下 ， 


tn Rs Has Ms **-y Hs 


{rs}: als Haz Plasgs rs Plyrs 


{rn}: 了 4 Faas Hs "Ts Fat 


更 在 考 蛙 序列 aa 十 iv*pzz 十 1 十 ti， 可见 此 数列 与 排 
列 起 来 的 每 一 无穷 序列 都 不 同 , 故 它 不 是 B 的 元 察 ,但 是 n+1 都 
晨 自然 数 ,因此 它 双 应 是 B 的 元 察 , 牙 拓 , 因 上 归 吾 与 N 不 对 等 . 

注 此 缚 论说 明了 “由 备 项 均 为 自然 数 的 无 穷 数 列 全 体质 成 
之 集 是 泵 可 列 集 ”， 

二 、 集 合 的 运 掉 及 性 质 

[1.15] 证 明 A4 一 B=A 一 (ANB) 二 CAURBJ)—E. 

证 先 证 A 一 8B 一 A 一 (ANmB). 

右边 一 好 一 (4 广 瑟 ?一刀 门 徊 (4 门 瑟 》 

ANEANEB)= CANSGAU CANSBY) 
里 10 二 


一 让 中 (AN BB) 一 A 门 汪 昌 一 A4 一 如 一 本 边 . 

但 证 A 一 上 B==CAUB) 一 B. 

右边 二 CALUB}—— B= CAUBIMNMNEB 
ANMNEBHBIUCENEB— A BU 
一 几 一 后 一 左 这 . 

FE1. 16] 证 明 :f1) A 一 <BU0) 一 (4 一 BY 门 (A 一 ?1 

(C29 CAUSBI—C— CAO B—O). 

证 (01) ABINMCcA— OCANEBINMNCANMNGCY 

=AN(EBNMNEOCO=ANGCBUCOOA— BUO); 

(2) CACYIUIB— OANMNSOIU BN EC 

AUBNEC=AUB)—C. 

[1.17] 证 明 A 一 (8B 一 C) 一 C4 一 BYUCANMGOY. 

证 CA 一 BUANMOCO= CANBIUOANMCY 
=ANCeBUC=ANM[LSBUYUEC)] 
=ANCBNEC = ANECH CY) 
=—A— (BC). 

注 1° 车 按 集 合 相 等 的 定义 证 明 , 即 证 左右 相互 包 合 ; 则 要 

讨论 各 种 情形 ,过程 太 繁 ,这 种 证 明 方 法 不 可 取 . 

2* 本 题 的 直接 推论 有 许 宪 ,诸如 : 

i A (A— B=ANMNB: 

i A—B—OTCCA— BUC; 

i A 一 {< 寿 一 中 一 (4 一 B38)UC 的 充 要 条 件 是 CC 一 A. 试 者 可 

相仿 给 出 证 明 . 

[1.18] 证 明 (A 一 BN (CC 一 D} 一 CA 站 中 一 (BUD) 

证 CA 一 BM CC—D)=ANEABINOCNED) 
=—=tANOCOINCEBNED SANOINECBRUD) 
={ANMNC— BUD). 

注 放 题 结论 在 以 后 密 处 用 到 ,请 读者 留心. 

[ti. 19] 证 明 对 于 任意 的 集 族 14.) ,成 立 以 下 第 摩根 公式 ， 

《1) SUAIT NGA; 


* 了 了 1 * 


C2) EAN AD = UEA,). 

证 cv rEF(U A ezE 4. 和 对 一 切 a 有 xzEA。 
< 对 一 切 we 有 了 后 富 > 工 邱 (EA.). 

故 BAAD NE A). 

(C2) YrIE€E (NA rE NA 3 某 ama， 使 
不 多 A 某 m ,和合 7EWA, 和 TE U (A). 

页 NAD = UA,). 

注 1° 笛 章 根 公 式 用 处 很 多 , 它 能 通过 “条 ?运算 把 交 . 和 并 互 


2” 此 上 题 还 有 以 下 推论 : 

D CU AV—B=—U ,~B); 

ii) (NAN —B-— A AB); 

iiy S—N A= US A); 

iv) S—UA.=N CS—A.). 

读者 可 利用 管 摩根 公式 给 出 证 骨 . 


[4.20] 证 盟 对 于 任 集 族 {A4,} 成 立 如 下 等 式 : 
(1) (UAYINB=U CANE) 


£2) (NANU B= NAU BEB) 

证 Cc) EUAN BN 工 包 UL 4.。 工 后 号 ,从 而 , 习 基 
co ,使 zE 4 再 二 后 吾 , 即 天 拓 4 NB rE UANMB). 

故 (UAINBCOU AN BE). 

反之 ,yzE UCde 门 号 ), 则 习 m6; 使 xzE A 人 门 B, 从 而 x 所 有 碳 。 且 
7 饭 召 , 鼓 z+ 丘 UA,. 且 xEB,T ZECUANNE. 

胡 (JAINBOU ANMA). 

综 上 知 (UAINB=U(4.NB). 

。]12 - 


《22 ¥ rE NANIUBSSIE RE 或 拒 厂 二 > 对 一 栽 ,有 工 
E 4 或 工 亿 五 < 对 一 切 ac 有 XE A LU BIE NM CA MB. 

即 CNMNAVUB= NUB). 

另 证 {2) 由 于 宅 [L 站 C4.UB)J=ULlYA.UB)] 

= U CE AN GB) 一 U CBN eA. 

BN(YEA)ITEEBNTN A 

LBUMNA =eL NA) UB 
两 边 辣 时 到 余 有 (由 4 US 一 门 (4 已 )， 

注 本 题 417 的 证 明 利 用 集合 相等 的 定义 ,推出 两 边 相 互 包 
售 , 籍 幅 较 大 ,但 却 是 攻 本 方法 .而 52) 的 证 明 利 用 等 价 条 件 , 人 以 而 
较为 简略 ,特别 (2) 的 另 证 利用 第 摩根 公式 较 官 有 特点 ,这 些 都 是 
必须 掌握 的 基本 方法 . 

[1.21] 设 玉 是 辕 定 集 ,4CXX,X(z) 是 集 4 的 特征 孙 数 ， 
证 明 : 

《1 二》 A 二 RATA T=0; 

(2) A—~ Ber) Xr) 

3) XU (CT) maxxs, tr) ， 

XA TI minXa, Cr). 

证 (1) 设 Xatz) 一 1, 若 4 考区; 则 3 zoEX,zxoEA, 即 Xs Cro) 
一 0, 耶 上 盾 . 帮 4 一 区. 

车 及 二 区 , 必 大 Xa (Xx) 二 1. 

故 4A 二 车 Xa (tT) 二 1. 

车 及 二 辣 , 则 YW XEEX, 有 I 巨 4, 关 而 Nh%(x) 一 0; 反 之 ,车 
Xun(z) 一 0, 则 对 Y xzER 都 有 七 4, 故 A 一 22. 

从 而 A= 名 XC) 二 0. 

(2》 由 于 ACBe>rE4 必 有 TEBe3XA(x} 一 1, 避 有 Ks) 
le EX rr). 

即 ACTCBXA Tr) LX). 

和 ]3 


同 理 可 知 A 苇 BeSYAtr) 52 和 人) 
于 是 ,A 一 Be>ACB 且 ADBESXT ETT BB Xa(r) 


XapCTI XT) EAI), 

《3) 完 证 KU TI MAKa tT). 

和 YET 攻 庆 A 从 而 3] m 生 全 ,使 za 
Ao， 于 是 Xa Co] 一 工 , 均 maxXns Cr) =]， 
即 XU TI ma Cr) 

若 X azo0, 则 7oE 和 4 从 而 ,YeEi: 都 有 zo 世 4 
因此 YW EN A tr 0maxra, Cre) =D, 

综 上 知 XU A TT maxXa CT). 

同 再 可 证 和 OA 一 IRIX C7). 

[1 322] 设 44 4 … 是 两 两 不 相交 的 集 列 ,局 ,五 。， 
本 也 是 两 两 不 相交 的 集 列 , 若 A. 一 B,Cn 一 1,2,…), 则 

也 4. 一口 忆 ,UA ~ U B.Cm=1,2,.) 
证 由 于 A 一 如 ,tw 一 1,2:…), 鼓 存在 一 一 映射 六 :4 一旦 
作 映 射 /: UA 一 UB 使 fz) 一 f(x),Y ,显然 /是 一 一 


映射 ,并且 抬 / 限制 在 口 4, 上 , 则 了 是 蜗 4 一 已 忆 的 一 一 映射 
[1.23] 证 明 R 一 LI 一 (0.1) 一 (cs61. 
证 《1》 定义 :Ri 一 (0,1) ,使 


f(r) 一 十 arctgx 十 广 《IERY. 


量 然 了 是 有 民 : 到 (0,1) 的 一 一 映射 , 鼓 R~-(0,1)， 
(2) 记 J 为 (9011) 中 的 泄 理 点 所 成 之 集 ,@ 为 [0,1) 中 有 理 点 
所 成 之 集 , 由 于 外 为 可 列 集 ,不 芒 设 二 (rr 
‘0,2 二 24UBQ; 从 而 [0,1 一 MUQU {0,1}, 作 下 列 映 笑 ，; 
¥ IEM,r—x HH Or lr ri 3 
(2 一 工 :2 
= 二。 


届 [0,1] 与 <0,1} 之 间 建 立 了 一 一 映射 ,从 而 
[Loi1~ 00.,1). 


13) 令 g(r) 一 .2 ab) 
则 ww 是 ta.5) 与 (0,1) 之 间 的 一 一 映射, 即 
Carpy—— (C01). 

综合 C1),(2)1(3) 和 得; 

一 (一 cy 十 cc 一 [01 一 5 一 (as6). 

[1.24] 设 41,As 是 两 个 不 相交 的 集 ,B1,B;: 也 是 责 个 不 相 
交 的 集 ; 了 及 设 有 :一 Bi: A 一 BB 是 两 个 一 一 对 应 .假设 和 4, 忆 
胡 z; 如 二 Bz1 问 点 和 否 椰 在 A 一 A 到 Bs 一 BB 上 的 一 一 对 应 . 

解 国人 A 全 二季 六 门 BB 二 地, 令 

fo try 
一 wz ‘TA, 
贴 PA As 一 记 LUIB, 是 一 一 对 应 . 

车 AiCA,, BCTCB,,W sz 一 所 与 BB:.— B, 之 间 不 一 定 存 在 一 
一 对 应 . 

例如 : A 二 12.34 1B 一 13,4,..}， 

z= B= {1,2,3,.}, 
由 于 4 和 门 4 天 好 号 门 吕 :和 安 ,出 
Pnrnt lm2,3,.) 
是 4 到 B, 的 一 一 对 应 . 
Fe:n ntn ol 2 
是 A; 到 B; 的 一 一 对 应 . 

显然 有 ;一 A 一 11} 与 Bi 一 万 一 {1,2} 间 不 存在 任何 一 一 对 
应 . 

[t. 25] 证 明 : 若 4 一 后 一 召 一 4 则 A 一 BB. 

证 由 于 = 一 BY)U CANmB) 

B=(B— AAANMNEY 
并 且 刀 一 BB 与 4 作 8 不 和 交 ,8 一 A 和 与 A 门 上 8 也 不 相交 ,而 已 知 
二 ]15 。 


4 一 百 一 召 一 4 . 故 可 在 4 与 号 之 间 建 立 如 下 的 一 一 对 应 : 
凡 一 五 一 吾 一 从 
六 门 召 一 当 门 瑟 
则 4 一 (4 一 五 ?人 4A 六 号 ?一 (下 一 4 站 五 ) 一 号 . 
项 用 一 旦 ， 
[1 26] 设 14.} 为 一 - 集 列 : 


《1 作 刀 一 414,B, 一 44. 一 也 A， (n>1) ,证 明 {B,) 为 一 列 互 不 
相交 的 集 , 且 
Ui= UB (aa 一 1,2，.…)。 


(2) 如 果 44,} 是 单调 减少 的 集 列 ,证 明 
CAIU CAADU UA A UU a, 
并 且 其 中 各 项 互 不 相交 . 
证 cl1y 对 任意 两 个 自然 数 ma 不妨 设 re 记 n, 则 rr 一 1 半 n， 
而 利用 笛 阐 祖 公式 易 知 : 
(CABINMNGC—D)= 0AM CBUD) Cy) 
从 而 | 


吧 一 1 rl 
EB, B,CO— CA HA) 全 CA UA) 


“+ 区 mm a—l 
A NA) EU a) UC A 


吧 一 】 一 上 和 -1 
=AN Oo AU 4, 
= 一 下 


故 五 .站 吾 , 一 打 , 说明, 为 一 列 互 不 相交 的 集 . 
另外 ,由 于 


B= A (UAVCA,, 
故 UBcCUA. 
二 一 下 二 < 一 下 
另 一 方面 , 若 =E 岂 44, 则 存在 和 ,1<ckosso ,使 二 E A 
下 面 证 明 和 UB 
» 16B* 


反 证 法 ,如 若 不 然 ,7r 己 司 Br 则 对 一 切 & CSS ,有 Xx 蕊 
Bi ,特别 当 “上 一 &o 时 ,有 


ki 


ZzEB,=A,— (UA), 
从 而 7 七 4 也 盾 . 敬 7E 出. 所 以 
U AC UB,. 
此 一 上 上 二 1 
于 是 , 山 A 一 也 Bs 从 而 证 得 (1). 


C2) 由 于 {有 8,} 为 单 减 集 列 , 即 


ADADADIOA Dr 
从 而 P| LO 一 上 2 (AOA) 于 


A 
县 4 二 门 4r* 故 


ADCA AU CA AD UU CA 一 AUU CA a2). 
下 面 证 明 ， 


4C(C4 一 AUC4 一 40U…UGC4 一 ADU…UCDA- 


VzE A1, 若 ¥ nfE A 则 xE NA. 
从 而 


ZE CA — A CA AD UU CA A UU AD. 
是 一 工 


若 z 世 站 4 注意 到 {4.} 是 单 玻 集 列 , 则 存在 ,使 = 和 4, 且 
工人 +1- 则 并 本 有 A 一 A ;从 而 也有 


ZE CA — ADU CA A UA A A, 
| 


前 ACTCa4 一 ADU CA AD UU AADOU UA. 
得 一 ] 
综 上 知 


A A 一 A AAD). UC4 ANU UNA. 


二 了 


再 证 A As A A A A A 互 不 相 实 . 
由 于 {4,} 为 单 战 集 列 , 克 当 上 之 m 时 ,有 
A n= A A A = 
上 且 对 Y ;显然 有 (4 一 40N CN 4 一 多 . 
有 从 而 对 任何 自然 数 与 za( 不 妨 设 &<<zm) ,注意 到 {4,} 的 单 古 


性 有 : 
由 (aa ) 式 


CAs— A CA, AA) 
cA A Oo Ce + UA A Oo A 二 起 I. 


即 A — Ass As— A sd ,QA 互 不 相交 . 

[1.27] 设 甩 与 各 分 别 为 集 列 {.4,} 的 上 极限 与 下 极限 ,证 
明 . 

C1) -站 UA a =U Na 

(2) ADA; 

《32{4.} 单 增 时 ,有 有 一 4 二 U4,; 

《41{A4,} 单 三 时 ,有 A 一 4 一 间 A4, 

证 《1) 设 @ 一 站 Ar 

VY > 所 二, 由 上 上限 集 的 定义 知 ,z 属于 {4.} 中 的 元 限 多 个 集 .不 


项 设 工 硬 时 属于 下 列 各 集 : 
A 


1 


其 中 届 世 #2 之 过 开局 因此 ,对 任何 自然 数 吉 ;当时 ,就 
有 : 
xEA,CU A 
故 有 xzEQ, 妈 CQ. 和 
反之 ,车 EEQ, 则 对 YTE A: 取 nn 一 涡 十 1, 则 之 EE 


。18 。 


口 _ 4, 故 必 存在 ma 使 >E 4 如 此 下 去 ,得 到 mo<ma 拓 < 
二 一 4 十 1 


nsB TEA (k=l 2 ). 由 上 限 集 定 闵 知 :rEAA、 孝 QCECA, 
所 人 以 有 
xh Da 


下 证 4 一 口 人 A 


二 1 


记 P 二 U 门 44 VY zo€ 4, 由 下 限 集 定义 知 ,对 给 定 的 zz,， 


刁 Ro3 当 R20 时 ,就 有 to 4 从 而 xzoE 门 A4, 故 xfoE 五 , 即 
ACP. 
反之 ,车 x1EP, 则 习 m1 使 二 气门 A4, 即 当 二 > 一 1 时 ,就 有 
2 人 4 由 上 卞 限 集 定 交 扼 后生, 砚 辣 一 天 所 以 
A=—P=—U NMA. 
《2) 证 有 性 及 
¥ Xo 忆 夺 ; 则 由 下 限 集 定 尺 知 ,3 pos 当 n> np 时 ,有 To 
n= 十 1] eno 二 2 一 7 从 而 Tp 属于 无 窃 密 个 凡 故 由 上 限 集 定之 
知 ，zoE 二 , 即 4 一 二 
(3) 由 《2 知 4 吃亏 . 
由 于 44.} 单 增 , 即 
AlCATC ATC 
若 + 全 扫 ， 则 工 属 于 {4,} 中 无 穷 才 个 集 {4,,}, 把 下 标 最 小 的 记 为 
4 则 当 工 拓 几时 ,有 
EC4CCA DC 


从 而 全 NN; 当 no 时 ,TE A,, 由 下 限 集 定义 知 xEA, 即 及 CC 
A. 


综 上 知 , 当 {4.} 单 增 时 , 亏 一 岂 . 
又 {4,j 单 增 时 有 
* 号 » 


凡人 A 
故 4, 一 门 44; 从 而 


故 A 一 A 一 U4 
C4) 由 (2) 知 ACCH. 
由 于 {4,} 单 减 , 即 
AiDAsDAD DAD A DA 
故 U A 一 4,, 从 而 


显然 
亏 一 站 4.CUCPa3 一 4， 
即 ACA. 四 

综 上 知 , 当 {4,} 单 三 时 有 

A—A= 人 0A. 

[1. 28] 设 4- 一 | 0, 汪 ,4 一 C0,n) (x 一 1,2,…), 求 集 列 
{A4) 的 上 极限 集 和 下 极限 集 . 

解 ” 由 于 {A421} 单 威 ,{As,} 单 增 , 且 对 YW nr 及 YW 点， 有 Azw-i 恬 
Aw: 及 出 Am 一 C0,00), 全 4 一 邮 , 所 以 对 Yn 有 : 


2 


i A = U A C0 二 oo ) 
= 2 


Lj Am= 门 A ;= 
mm 2hk— ln 


因此 


DD 


即 


从 而 
即 


五 一 40, 十 co， A 一 名 . 
[1.29] 设 (lr? 是 [a;6] 上 的 实 值 消 数 , 则 对 任何 实数 a 有 


(1/2 一 0) 一 站 {xle/(z)<a+ 言 ) 
证 (0) 度 zwoEtr|fix) 一 a);y 则 (xo) 二 a, 于 是 ,对 YnEN 


4afro) a 站， 
zo (zla 和 /Cr <at 诗 洛 “EN) 
zo 站 [zlesrezy<e 二 二 上 
本 -= nn 
{ 工 | .FFC 一 aa 一 放 人 zla<sAczy<a+ 去 上 


GD YE 首 {zlesycr<a+ 方 让 根 设 环 已 tz1ACz) 一 


a 几时, 刁 noEN, 使 


从 而 
当然 


故 


地质 


f(r at 1, 
Hn 


EE[zrlaef(r) eat)， 


no 
zi 忆 站 人 zla<Az<e+ 二 | 
车 当 六 Zz) 过 a 时 , 则 对 Y mm 和 有 
TE {z la<7cz)<e 十 六 | ， 


zeEN (zlaf cn) at 上 
总 之 ,不 论 /za 还 基 ftx1) 之 4, 都 有 
EA 


-从 而 zx E{r|I/Atr) =a}. 
综 上 知 


(z1/ C7) =al— 人 Nn {zx la<sAer)<a+ 交 上 
站 21 


[1.301 设 {1 六 (0z1 为 五 一 [aoj 上 的 实 函 数列 .并且 
LS 
Lim ez 一 大 () ， 


证 明 :对 任何 实数 <, 有 EL/(z)>c] 一 ELE/C7)>el 


证 YEEEErye] 有 rzrocry 由 题 设 
lim /Cro fre, 


圳 由 极限 的 保 号 性 ,] NN, 当 nN 时 ,有 Cro) 守 e， 
于 是 ToEEL/ tr (Ca 一 人 十 1 十 2 


从 而 zo€ UEE/,(z)>e]), 
故 ELf Ct) IC UV EL, (7)>el. 


反之 ,Y miE 品 EL7 zc], 则 3 N ,使 
ziEEL/v (ze, 


则 有 Atriy2>c, 厅 妨 设 
Eee (CoO0), 
由 函数 列 的 单 增 性 知 ， 
cias fy tr rT) , 
再 由 极限 的 保 呈 性 知 ; 
ri lmi (rete Ca > 0), 
所 以 
rciae, 
1 TE EL e]. 
故 ELf C2) >eID VU EL, Cx) >e]. 
综 上 有 


EL/C) >e]= U EEC), (rie |]. 
L1.31] 设 ./(x) 是 定义 在 集合 下 上 的 实 卫 数 ,c 为 任意 实 
数 . 若 有 一 列 单 减 数 列 {fe) ,上 且 ayc Cx 一 o0), 则 
站 22 


EEf C0) >e]= U EL ar 
证 疼 了 和 下 Lrc] 出 zc， 故 设 
/De 


所 人 0, 


ee 及 圭 于 


Ce en ye CA or) 


艳 对 一 />0,3 Pr 当 站 时 ,av<ec 十 e 


从 而 ， 当 ny 时 有 
frit eu, 


所 以 TE ELfC) a,], 
即 rE UEL/(r)>anj, 
艳 


ELf C0) > eIC UELF Cr) >a,l. 


友之 ,YE UEEACD>a.J, 则 3 ,使 
TE EL/AC) Ta, 
起 Ary>asy 和 但 Ycln-ooy anes 所 以 


De 
ph TEEL/Cr) cj, 
故 下 [LACz)>>c] 一 LUECAGc) ao]， 


综 上 有 
ELfC4)>e1= U EL >a.1. 
[1.32] 设 [Lc,2 上 的 实 画 数列 !Cz)} 共有 极限 国 数 Cr)， 
为 Lasy5] 上 使 所 (cm 大 的 点 的 全 祭 人 (一 1 2 天 (下 ) 流 
La; 上 5 上 证 Fr Ah 前 点 和 的 全 二 ,证 明 


巨 (6 一 LU limE. [4+ 去 | 
5 三 1 sr 


“223 


1 
证 (io 设 XEEGh), 则 7) 家 , 故 ] 外; 使 f(x) 汪 有 十 天 ， 


出 于 
lim A Cr) FT), 


所 以 lim zy>>A 十 去 ， 
由 极限 的 保 号 性 知 ,3 N, 当 :>N 时 ， 

广 Cz3 二 4 十 去 ， 
故 zxG 已 | 二 二 天 | ， 


即 3 NN, 当 w>N 时 ,7E EE 十 十) ,由 下 限 集 定义 知 
xzElimE,{ A++ 去 )- 

所 以 re 山 limE.[ 4 二 去 上 

县 EICU limE.| 4 十 直 ]. 

Gi) 设 zE 总 lim.[ ea 二 去) , 则 习 天， 使 

<ElimE.|A 二 去 | 。 

由 下 上限 集 定义 知 , 悦 六, 当 m> 时 有 

z 所 杞 | 4 十 下 | ， 


中 
好 (zh 十 主 nN)， 
出 极限 和 前 不 等 往 得 
fC) =limf,(x) A 二 二 之 hh， 

虐 而 Tr EECh}., 
即 ECA)DO im, 4 十 诗 ]. 

nl 下 

综 - 上 有 


24 。 


2 1 
EREU im 有 | 十 去 | 
三 、 无 限 集 的 若干 性 质 
ti.331 试 证 ,可 列 集 的 任何 无 限 子 集 仍 是 可 而 集 . 
证 设 4 为 可 列 集 .: 则 4 可 表示 为 
六 一 Teiycrzyreycore 
车 BB 是 A 的 无 限 子 集 ; 则 在 A 中 具 ai 起 按 咕 序 不 时 会 过 到 BB 的 
元 素 , 记 遇 到 的 第 一 个 互 的 元 素 的 下 标 为 na, 员 到 的 第 二 个 五 的 
元 素 的 下 标 为 na …: 遇 到 的 第 下 个 羡 的 元 束 的 下 标 为 刁 ,…， 由 
于 五 三 症 的 无 限 子 集 .因此 这 种 下 标 不 会 化 生 , 于 是 
B= tao yc rd A 
记 入 一 sr， 则 
B= (pipbas rn bis, 
即 吾 为 可 列 集 . 
注 ”可 列 集 A 的 任何 子 集 14" 基 至 多 可 列 集 . 
[1.34] 证 明 :; 至 钉 可 数 个 至 名 可 数 集 的 并 集 是 至 多 可 数 集 . 
证 不 失 一 般 性 , 设 有 一 和 集 列 
的 
其 中 每 一 个 都 是 可 数 集 . 
将 它们 排列 如 下 : 


1 ay A 3s cv oy 
2: da Gp2s R33 Ts Gans "a 


A gt Gass Aa3s "+, ans 


A,: A Angs HnF nt 


称 志 十 gq 二 太 六 元 泰 ap 六 "9 一 1 2 的 高 度 , 按 高 度 的 大 小 编号 ， 
在 同一 高 度 中 按 g 的 值 由 小 到 大 编号 ,这 样 就 可 将 已 A, 中 的 所 有 


元 素 排 成 一 列 5 按 箭头 方向 ): 
» 25. 


I] a I a a dr MO Re BS lm 
因为 4 天门 可 能 有 相同 元 素 : 这 些 元 喜 在 并 集中 是 同一 元 
素 , 在 这 一 序列 中 去 掉 重 复元 素 后 的 余 集 仍 是 可 数 集 ,胡可 数 个 可 
数 集 的 并 集 仍 为 可 数 集 . 当然 有 至 密 可 数 个 至 密 可 数 集 是 诗 密 可 

注 ” 1" 土 耐 证明 过 程 中 的 排列 方法 称 为 按 对 角 线 方向 排列 ， 
排列 的 方法 还 有 其 它 各 种 方法 . 

2° 作为 特 针 人 情形 ,还 有 以 下 结论 : 

i) 有 限 个 可 数 集 的 并 集 是 可 数 集 ; 

i 可 数 个 有 有 限 集 的 并 集 是 至 多 可 数 集 ; 

iii) 有 限 个 有 限 集 的 并 集 是 有 限 集 ; 

3” 可 数 集 与 可 列 集 音义 相同 ,今后 我 们 不 加 区 别 . 

[1.35」 证 明 : 平 面 上 在 直角 华 标 系 下 的 所 有 格 点 {两 坐标 都 
为 整数 的 点 ) 所 成 之 集 是 证 数 集 . 

证 对 每 一 个 男 定 的 整数 ”. 令 

一 {Gin |m 是 和 企 意 整数 )， 


由 于 4, 是 可 数 集 ,而 ,LUj 4, 是 可 数 个 可 数 集 的 并 集 , 所 以 4。 


也 是 可 数 集 , 故 平面 上 的 全 体格 点 所 成 之 集 为 【J 4。 是 一 个 可 数 
集 . 

[1.36] 证 明 : 

(1) 有 理 系数 多 项 式 全 体 所 成 之 集 是 可 数 集 ， 

《2) 整 系数 多 项 式 全 体 所 成 之 集 是 可 数 集 . 

证 (1) 设 4 为 所 有 系数 为 有 理 数 的 多 项 式 全 体 所 成 之 集 ， 
4. 为 所 有 系数 为 有 理 数 的 次 多 项 式 全 体 所 成 之 集 , 即 

A CO— {Pri | PCr) =arr’ tarr” i Sb i 

ao5Deeorciryen 为 有 理 数 }， 

于 十 4 一 局 4. 

由 于 4。 中 任 一 元 束 P.Cx) 由 十 1 个 互相 独立 的 记号 au va， 

» 了 站 。 


easyan 所 决定 ,而 每 一 个 记 导 各 自 独 立地 跑 饥 一 个 可 数 集 ;, 故 
4 为 可 数 集 ,从 而 4 一 品 4, 为 可 数 个 可 数 集 的 并 集 , 所 以 ,4 为 
可 数 集 . 

(2) 完全 利用 (1) 的 方法 可 证 此 结论 . 下 面 采用 另 一 证 法 . 

对 于 固定 的 自然 数 =, 记 ?次 整 系数 多 项 式 全 体 为 BB, 即 


B= {P| Pr) = ha koE0 k=0 ,2 sn) 
为 整数 }， 
另 设 “万 一 1C&osR 1 一 0 ,2 为 整数 } 
则 五 中 元 素 可 由 ”十 1 个 独立 记号 决定 , 且 各 个 记 身 独立 中 a 遍 一 
个 可 数 集 , 故 五 为 可 数 集 ， 
他 五 中 元 束 的 系 灶 (C0, 十 1 下 2，… ;此 ,) 与 恕 中 元 囊 (Co, ,让 2， 
0 对应，* 则 对 应 是 一 一 的 ,从 而 B 为 可 数 集 ,于 是 , 整 系 数 多 


项 式 全 体 所 成 之 集 5 一 UB, 为 可 数 集 . 

注 整 系数 多 项 式 的 实 根 称 为 代数 数 ,不 是 代数 数 的 实数 称 
为 超越 数 . 

[1. 37] 证 明 : 

C1) 代数 数 全 都 是 可 数 集 且 势 为 ui 

C2) 超越 数 全体 记 成 之 集 具有 连续 基数 <. 

证 (1) 由 于 整 系数 多 项 式 全 体 是 可 数 集 , 设 其 元 素 为 万 ， 
方 ,7 设 多 项 式 /Cx) 的 全 体 实 根 之 集 为 4., 由 于 次 多 
项 式 根 的 个 数 为 有 限 个 , 故 4, 为 有 限 集 ,从 而 代数 数 全 体 4 一 


局 4. 为 可 数 个 有 限 集 的 并 集 , 故 4 为 可 数 集 . 即 万 一 a. 
(22 设 超 越 数 全 性 所 成 之 集 为 互 , 即 8 一 Ri' 一 A, 刚 AUB 一 
R' ,人 共 而 五 必 为 无 限 集 , 由 于 4 为 可 数 集 ,而 任 一 无 限 集 添 加 一 个 


可 数 集 其 势 不 变 , 故 一 A0B 一 家 一 c. 
注 ”这 个 事实 告诉 我 们 ,超越 数 不 仅 存在 ,而 县 远 比 代数 数 
守 . 
-27* 


[1 38] 证 明 企 一 可 数 集 的 所 有 有 限 子 集 全 体 是 可 数 集 . 

证 设 才 为 可 数 集 ,其 元 素 鸭 is 4 表示 由 
如 中叶 个 元 素 组 成 的 子 集 的 全 悼 , 严 为 4 中 所 有 有 限 子 集 人 全体 ， 
则 


其 中 4 二 {名 } 为 单元 素 集 . 

另 设 。 B 一 {4k kh) |&EN 为 自然 数 集 }， 
则 至 中 任意 元 率 由 呈 个 独立 记 导 所 决定 ,上 且 每 个 独立 记号 跑 饥 一 
个 可 数 集 N, 故 日 为 可 数 集 . 

现 对 4.。 的 每 个 元 素 {au .a ,1… say), 令 其 对 应 于 避 中 的 元 素 
(i yk290 则 A 与 BB 的 一 个 子 集 对 等 ,由 于 BB 为 可 数 集 ,所 
以 ,A, 为 苗 多 可 数 集 ,但 4, 为 无 限 集 , 故 4, 为 可 数 集 , 从 而 万 一 


已 4. 为 可 数 个 可 数 集 的 并 集 , 所 以 , 严 是 可 数 集 . 

[1.39] 设 4 是 一 个 无 限 集 ,; 则 必 有 24" 二 4, 使 A 一 4, 而 
有 一 和 "为 可 数 集 . 

证 ”由 于 4 为 无 限 集 , 则 必 存 在 一 个 可 数 子 集 , 记 为 


D= {gra sds}, 
由 于 品 为 无 限 集 , 帮 可取 总 的 一 个 可 数 子 集 昌 ， 
B= {a dsras es yn 1 
并 且 
D— B= {a dor yetry-} 
仍 是 可 数 集 ,A 一 B 包 会 集 {assa4yas ,qz 下 ; 且 仍 为 无 限 集 ， 


令 4 一 4 一 吕 , 则 4 之 4, 且 4 一 4 一 吾 为 可 数 集 ,下 证 4 一 4 

事实 上 ,由 于 A" 一 A 一 8B 为 无 限 集 , 必 存 在 可 数 子 集 PC 
4 则 4" 一 (4 一 已 ) 吕 成, 故 

A=A* UB=(tA’*— PYUPUEB. 
由 于 于 可 数 ,B 可 数 , 则 PUB 可 数 , 于 是 
P~PUB. 
a A’—P~A—P 
= B+ 


且 PNGCA*— P= ,CPUABNA 一 瑟 ) 一 安 ， 
故 CA —P}UP~—CA*— PUPUEBY. 
Bp A 
[1. 40] 证 明 : 平面 上 举 标 为 有 理 数 的 点 组 成 的 集 为 可 数 
集 . 
证 法 一 ” 设 平 面 上 坐标 为 有 理 数 的 点 组 成 的 集合 为 卫 一 人 Ca， 
上 5) |ayb 为 有 理 数 },xz 轴 上 坐标 为 有 理 数 的 点 为 凡 一 {faiyaz "an, 
yy 轴 上 上 举 标 为 有 导数 的 点 为 百 一 1 四 最 然后 吾 
都 是 可 数 集 . 令 
Di {Carsb) Carsba) ss Co bn) ,ee} 
Ds—= {rethi), Cass dae) ys Cossto) ,et} 
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则 D1,D:，… ,DD.，… 痢 是 可 数 集 , 且 吕 一 凯 D.. 由 于 可 数 个 可 数 集 


的 并 集 为 可 数 集 , 则 马 一 UD, 为 可 数 集 . 

证 法 二 设 卫 ~={Psylz,y 分 别 独立 跑 遍 有 理 数 集 }, 则 万 为 
平面 上 坐标 为 有 理 数 的 点 的 全 体 , 刀 中 元 素 依 赖 于 两 个 独立 记号 ， 
而 每 一 个 记号 各 自 路 饥 一 个 可 数 集 , 故 万 为 可 数 集 . 

Ci. 41] 证 明 : . 

《1) PP 进位 有 限 小 数 全 体 是 可 数 集 ; 

C2) 循环 小 数 全体 基 可 数 集 . 

证 (1) 设 4 为 尸 进 位 有 限 小 数 全 体 ,4 为 小 数 点 第 位 后 


面 全 为 零 的 已 进位 有 限 小 数 全 体 , 出 4 一 UU A, 因为 A 为 形 如 ， 
Otarmts CO) 
的 小 数 全 体 , 其 中 0 之 PG 一 1,2,. 呈 ,下 ) ,所 以 4s 为 有 限 集 , 且 
A 的 元 束 共 有 
TXPX "XPXIP— 1)=(P—1)* Pt! 
一 个 
2 。 


个 ,从 而 4 至 多 为 可 数 售 ,但 4 显然 为 无 限 集 : 故 几 为 可 数 集 . 
C2) 设 妃 为 循环 小 数 全 体 . Bi 为 小 煞 点 第 上 位 后 开始 循环 的 


小 数 全 体 - 则 已 一 局 已. 

对 于 男 定 的 点 , 设 前 站 位 为 D.ttepy 则 由 于 Dr < Ci 一 1， 
2，… 2))， 枚 0.nfs…a 只 有 有 限 种 选择 . 另外 , 因 循 环节 只 可 能 为 
荣 一 段 坟 Biren 人 etrem: 其 中 到 为 某 正 整 数 . 而 二 rw 也 只 能 
有 有 限 种 选择 , 故 B; 为 有 限 集 . 从 而 一 蕊 B 至 多 为 可 数 集 . 但 
理 显 然 是 无 限 集 , 故 B 为 可 数 集 . 

[1. 42] 车 直线 上 的 集合 五 的 任意 两 点 间 的 距离 大 于 1, 则 


五 是 至 多 可 数 集 . 
证 设 二 一 1eo) ,网 ao 一 av 1 ,YY am ,以 五 中 每 一 个 元 素 


为 中 心 作 区 间 [ 2. 一 十 ,ao 十 二 ) ,由 于 该 区 间 长 度 为 乞 <1, 从 而 得 
到 一 个 直线 上 两 两 不 相交 的 区 间 所 成 之 集 . 
1 1 
56 一作 [< 一 言 ,oa 二 村) :ee 三 


令 与 [4 一 言 ,a+ 吉 |] 对 应 , 则 B 与 巨 的 元 农 间 便 建立 了 一 一 
对 应 ,从 而 E~-&8, 由 于 直线 上 两 两 不 相交 的 开 区 间 所 成 之 集 为 至 
多 可 数 集 , 丈 B 为 至 凶 可 数 集 , 从 而 顽 为 案 宪 可 数 集 . 

[1.43] 设 互 为 平面 上 的 不 可 数 集 ; 则 可 找到 以 原点 为 中 小 
的 一 个 圆 , 它 包 含有 E 的 不 可 数 个 点 . 

证 用 G, 表示 以 原点 为 中 心 ,rn 为 半径 的 圆 ,显然 有 

E= U (ENG,), 

如 果 全 部 五 门 G 都 是 至 密 可 列 集 ,那么 也 是 至 针 可 列 集 ,与 到 
为 不 可 数 集 了 矛盾 ,所 以 , 必 有 一 个 集 记 门 G, 为 不 可 数 集 , 即 可 找到 
一 个 以 原点 为 中 心 的 圆 Gu , 它 包 合 有 互 的 不 可 数 个 点 . 

[1. 44] 无 限 集 必 售 有 无 限 志 个 豆 下 相交 的 无 限 真 子 集 . 

证 由 于 无 限 集 必 人 滞 有 可 数 子 集 , 所 以 只 需 对 可 数 无 限 集 进 
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行 证 明 即 可 -. 设 为 可 数 集 : 即 
A= {farsa rsdn 
作 4 的 子 集 如 下 : 
一 (ov 一 2852 一 1 一 1，2: 
As= {arln=2i(26— 1) ,t=12:"} 


reren PE 


A4= {fas |n= C21) ,to=1l:2,*} 


显然 A 一 1,2,…) 是 4 的 真子 集 , 且 庄 1 互 不 模 交 .事实 上 ,和 车 
然 , 当 丰 1 了 Ez 时 ,0 门 4 和 产妇: 则 必 有 友和 使 
2 C2 一 1) 一 242(272 一 ]》 《下 二 不 .1 ， 
不 入 设 点 | 过 二 ， 有 
2t1—1=2 (2 1), 

而 2 一 1 为 奇数 ,2 "(27s 一 1) 为 民 数 ,这 是 不 可 能 相等 的 .从 而 
有 {534} 六 1 为 有 的 可 数 个 互 不 相交 的 无 限 真 子 集 . 

注 ”人 和 任 一 可 数 集 都 可 表 成 可 数 个 两 两 互 趟 相 诡 的 可 数 子 集 的 
并 . 

[ti.45j] 设 五 是 由 正 数 所 组 成 的 非 可 数 集 , 证 明 , 存 在 这 样 
的 数 sm0, 使 集 五 门 Caa ,十 <c) 为 非 可 数 集 . 


证 由 于 已 Ck0, ceo) 一 局 | 二 ,十 cj ,所 以 
互 =Emco,+cc=En[DI 二 :+c=j] 
-Gen(+.+o)] 
由 于 已 为 非 可 数 集 , 那 么 五 站 | 十 se] (wm 一 1,2,…) 中 至 少 有 一 
个 为 非 可 数 集 , 车 不 然 , 对 一 切 w,EEN | 汪 , 十 中 | 为 可 数 集 , 则 


忆 [EN[ 汪 ,+ | 一 EF 为 可 数 集 , 这 与 题 设 蔬 后 . 设 此 非 可 数 集 
为 
3- 


Enf{ 寺 ,+ 一 | ， 


则 存在 4 一 二 >0, 使 得 EN a, 十 0) 为 不 可 数 集 . 
[1. 46] 证 明 : 递 增 函 数 的 不 连续 点 的 全 体 为 至 多 可 数 集 ， 
证 “由于 递增 函数 的 不 连续 点 为 第 一 类 , 且 有 了 牙 度 的 不 连续 
点 , 故 /(z) 在 zo 的 左 , 右 极限 存在 , 且 当 zs 为 ACz) 的 不 连续 点 时 


有 : 


fr 0 =suptf(r))} "tro 0 = inf {fry} 


但 fro— 0 Ff ro 0), 
由 于 并) 递增 ,所 以 
Flro— O/Crot0), 
于 是 ,zz 的 每 一 个 不 连续 点 ro 对 应 yy 轴 上 一 个 开 区 间 
CCre 一 品 ) FrCrno 十 各? 3。 
下 面 证 明 : 车 x 之 z" 为 递增 请 数 Cx) 的 两 个 不 连续 点 , 则 有 
ir FO Cr 0). 
溃 实 上 ,和 任 取 一 点 Ti; 使 1' < 二 zl 二 zx”, 于 是 ， 
fr TO i {Er sup ,l/r) 一 CCz" 一 0) 
类 而 x 对 应 于 yy 轴 上 的 开 区 间 CCr 一 00 /Cr' 十 0)) 与 对 应 于 
3 轴 上 的 开 区 和 间 (fCzr* 一 07), fz? 十 0)) 不 相交 , 妈 f(z} 不 同 的 不 
连续 点 所 对 应 的 y 轴 上 的 开 区 间 是 互 不 相交 的 ,由 于 直线 上 互 不 
相交 的 开 区 间 所 成 之 集 为 至 凶 可 列 集 ,所以 ,递增 函数 的 不 连续 点 
的 全 体 也 为 至 多 可 列 集 . 
[1.47] 车 zz) 是 Ri 上 的 实 值 函 数 , 则 集合 
4 一 人 rz 和 ERI Ar 在 工 处 不 连续 ,但 右 极 良 f(z 十 0) 存 在 } 
是 可 数 集 . 
证 令 A4A4 一 {xz|rf€R',fF(z 十 0) 存 在 }, 对 每 个 自然 数 n, 作 


EE, 二 {slr€ER',3 >0, 当 zz' ,XE 《 工 一 他. 工 十 全 时 ， 
有 Ar 一 AcezO1< 工 ， 


"32 = 


则 门 已 , 是 f(z) 的 连续 点 集 . 事实 上 ,对 Y e>0, = 使 <<e, 设 
Y zo€ EE 则 对 一 切 .7oE€ ,从 而 对 Y XE Cro 一 6,xo 十 6) 有 
fC 一 /tol 所 启 <<es 故 /CD 在 zo 点 连续 ,由 ro 的 任意 性 ,从 


而 们 E. 是 f/x) 的 连续 点 集 ,于 是 只 需 证 明 4A 一, 是 可 数 集 即 可 . 
尾 取 定 一 个 = 并 设 < 和 所 4 一 总 .由 4 的 定义 知 lim f(r) 一 
不 路 0) 存在 ;此 3 0, 当 所 (Crs 十 全 时 ,有 
Le 一 ACT 上 To 二， 


有 具 而 雪人 Crs 荆 十 帮 ) 时 有 
| 一 FS 一 rzrO)| 十 | DY rt 0) | 
< 一直 十 起 一 士 ， 

这 说 明 Kr 工 十 人 二 玖 。， 

但 由 于 后 4 一 五 ,, 即 所 4, 且 工 世 五。 而 try 工 十 太 ) 他 瓦 , 梳 了 
只 能 是 工 == Cr,7z 十 人 的 在 端点 且 不 与 有 一 已 相交 ,从 而 4 一 吾 
中 每 一 点 是 茶 一 个 开 区 间 了 二 (x ,r+ 十 8) 的 左 端点 ,和 且 不 与 A 一 
五 。 相交 ,因此 , 当 x ,TE A 一 成 ,有 目 Xz 了 尖 ; 时 ,有 关门 天 一 安 , 于 
是 区 间 族 1 1 了 7 所 4 一 五 是 可 数 集 , 即 4A 一 ,是 可 数 和 集 . 

L1.48] 直线 RR! 中 任何 包含 非 空 开 区 间 的 点 集 都 具有 连续 
E20 

证 由 于 RI 一 0,1), 故 50, 订 一 cy 对 开 区 间 ta,5) ,定义 

Frmat+ Ch—adr,rt 0,1) 
则 上 大 是 50,1) 到 (ao 的 一 一 映射 , 故 
Ca = 01) ~— 


设 4 是 包 会 非 空 开 区 间 (C4,5) 的 点 集 ,由 RIDa4Drka, 的 ,得 天 :> 
(tarE7, 故 本 一 c。 


[1 49] 说 数 轴 上 一 切 闭 区 间 所 成 之 集 为 天 , 则 豆 一 - 
站 33 - 


证 设 M={P, -外 其 中 xxrs 各 自 独立 地 跑 裔 实数 集 , 则 用 


py 


特别 到 ,二 [rw]; 则 天 己 M; 故 天 坟 . 
和 田 一 方面 ,对 任意 给 定 的 实数 4; 取 5E[as: 十 ==2), 作 闭 区 疗 


[a 2],. 念 
B={LatjlieELae, do0) ,5 下 这 [十 50) ,at。, 


则 BCE 且 请 =c; 故 万 守 一 <, 即 请 这 ec， 


证 由 于 AUB=AUCB 一 A), 且 4 站 (8 一 A) 一 CV, 叉 因 将 
一 训 A 一 《一 嘻 ,0), 而 旦 至 儿 具 有 执 c, 革 B 一 A4C 呈 如 , 夺 B 一 1 
也 至 密 具 有 势 <, 从 而 互 一 4 与 10,-Hcec) 的 某 个 子 集 万 对 等 , 故 

AU CB— A}~ (oo0,0) UD. 
由 于 RR' 中 任何 包 售 非 空 开 区 间 的 点 集 都 具有 执 coc; 所 以 
4U(C5 一 一 (一 后,07U 万 一 


从 而 有 AUB=.. 
[$1] 设 志 一 < Gx 一 1,2;…), 目 4 几 4 二 CB( 关 站, 则 
4。 具 有 势 < 


证 设 瑟 一 习 一 1 (一 2 具有 势 <, 故 4 一 了, 当 
i 7 时 , AM A,= ,1 站 I,= 2 ， 
故 U a.~ UI,— 0,+o0), 
所 以 U A,=e. 


[1 52] 如 暴 4 一 UA., 且 万 一 c, 则 至 少 存在 一 个 4 ,使 


= 


证 (上 反 证 法 ) 若 不 然 ; 设 及 ,之 c (x 一 1,2,…) ,由 于 县 一 c，, 含 

B= {rrTsr rs) 1 诸 Tr 均 各 自 相 和 遍 实 数 集 }， 
喜 吾 中 元 素 由 可 数 个 独立 记号 颈 定 , 且 每 一 记号 本 站 一 个 势 为 < 
的 集 : 疼 互 =-, 从 而 存在 一 一 映射 f;:A~>B, 记 Fa4? 一 已 , 即 对 
WaEAd Criyvear rr ) EB, 使 fta) mtrisra rr, 
记 /04) 二 By 则 A 一 B(x 二 1,2,…), 且 有 

fC Uf) UB.-—B. 

又 记 ,OT 半 第 7 个 坐标 , 它 可 跑 沉 实数 
集 } (Ca 一 1,2,…), 则 蕊 ,一 < 站 为 B 中 点 到 XX 的 投影 , 即 对 Cr; 


a E BG Cr Ears Ta (00, 0s zn 0 .en) 
EE 区 一 .2 让 CB) SV (n= 二 1 ,2,…), 当 Pe 为 一 一 映 


射 时 ,局 一 V 二 ; 当 9 为 多 对 一 映射 时 ,BB. 汪 访 , ,无 论 如 何 , 当 
CrirTzs 时 ;总 有 
CT T2000 TO I EV ， 


且 出 于 访 二 忆 < 之 ce, 显 然 V，C 己 XX, 六 志 忆 . 故 记 之 c, 但 天 一 c， 
所 以 ,V。 为 XX, 的 真子 焦 , 从 而 ,3 x 使 00.… 0s) 0.) 
所 VV '! 妈 对 任何 工 忆 到 nr) 有 


CAyrices a EB nal,2,.…), 


从 而 有 (x, 节 下 多 .一 上 ,由 B 的 结构 知 到 盾 ,从 而 


至 少 存在 一 个 A,,; 使 太一 <. 
注 ”对 此 题 的 证 盟 容 扬 犯 这 样 的 错误 : 
A 一 UA,; 且 有 一 c, 则 至 少 存在 一 个 A.,, 使 元, 一 c, 若 不 
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然 ;, 对 一 切 4; 二 ec; 则 4, 的 势 最 客 只 有 可 数 集 的 势 2, 从 而 4 一 


局 4 为 至 多 可 数 集 , 故 全 二 ea<<c ,矛盾 . 

国 为 著名 的 康 托 假设 5( 基 在 a 与 ec 之 间 没 有 势 ,使 a 过 记过 
c. 7 还 证 得 到 证 明 , 呈 是 个 假设 ,所 以 如 此 证 明 是 不 对 的 . 

Li.531 车 4 一 DC 44 一己 , 则 A~B~O, 

证 由 于 4~C， 故 存 在 一 一 映射 :4 一 局, 而 8 过 A， 施 
fAB—/A(B)E ACB)YCC, 导 BB 与 CC 的 一 个 子 集 对 等 . 

另 一 方面 ,BDC, 当 然 有 记 与 B 的 某 个 子 集 对 等 , 故 由 怕 轧 
斯 坦 定 理 知 号 一 位 ,从 而 有 

4 一 五 一 C. 

和 注 ”此 题 是 伯 黑 斯 霸 定 理 的 另 一 种 形式 ,是 证 明和 集合 对 等 的 
再 力 工 具 ， 

[1.54] 证 明 ; 车 ACE, 月 A4 一 AUOC, 则 有 B~BUC. 


证 由 条 人 忻 易 得 
B=AU Be— A) 1) 


BUC—LAU WC— BYJU CB A} (2) 
由 于 ANMmC(B 一 420 一 名 ,[AUC 一 BNtiB8 一 A) 一 2， 
而 ACAUC— BYCAUG, 


已 知 有 一 A44UC, 故 由 伯 思 斯 坦 定 理 知 
A~AU (CEC— By. 

而 请 一 A 一 B 一 和 A 由 (0),(t2) 得 8B 一 BUC. 

[1.55] 设 下 是 [0,1] 上 的 全 体 实 函 数 所 成 的 集合 ,而 MM 是 
[011] 的 金 体 子 集 所 成 的 集合 , 则 天 一 AM. 

证 分 二 步 证 明 . 

(i) 设 琴 是 全 体 实数 组 成 的 集合 , 则 [90,1j 一 匹 ,从 而 [0,1] 的 
全 体 子 集 所 成 之 集 M 对 等 于 五 的 全 体 子 集 所 成 之 集 2 

对 每 一 个 实 孙 数 /EF, 作 和 集 

下 一 人 rzELos1]y， 
则 环 * 是 五 的 一 个 子 集 , 从 而 五 ,ET 所 以 此 有 M4 的 -一 个 元 素 与 之 
到 号 各 和 


对 应 ,于 是 下 可 以 与 MM 的 一 个 子 集 对 等 . 

fii) 对 [0,1] 的 每 一 个 子 集 AEM, 必 4 上 的 特 往 函数 XiCz) 
所 下 , 则 及 与 X77 一 一 对 应 ,从 而 4 可 与 下 的 一 个 子 集 对 等 . 

综 上 ,由 怕 恩 斯坦 定理 有 F~-iM. 

注 由 于 六 =2', 则 下 一 2, 那 [0,1] 上 全 体 实 函 数 所 成 之 集 
的 括 为 2. 

[1.S6J」 证 明 fa ,5 上 的 连续 函数 全 伍 C[a 的 的 热 为 < 

证 对 任意 实数 上 ECra,i, 则 ! 直 } 一 “而 实数 列 全 体 A 的 
势 也 为 c, 所 以 4 与 忆 [ay#] 的 子 集 人 十} 对 等 . 根据 伯 轩 斯 坦 定理 ， 
内 须 证 明 Cia,58] 与 4 的 一 个 子 集 对 等 即 可 . 

事实 上 ,把 [Las] 中 的 有 理 数 排 成 一 列 : 

pa 
则 任何 一 个 连续 隔 数 rr, 由 它 在 rm:rm 于 的 慎 (1)， 
Ar 完全 决定 ,这 是 因为 对 于 任 全 = 所 [e,o]:, 存 在 
上 述 有 理 数 列 的 子 列 mr 《Eco 由 f(z) 的 连续 性 知 : 
Fr limf er, ), 
因此 ,和 作 Chas:86j 到 A 的 有 映射 
Pi fTY rf Cr Flr) ,ry fs) so ) 
则 且 射 是 一 一 奥 射 ,而 集 
Bo r OO From ECLa,b]} 
是 实数 到 全体 4 的 一 个 子 集 , 喜 Cla,581 与 8 一 一 对 应 ,由 伯 思 斯 
坦 定 理 知 : 它 [a ,5 一 4 , 故 
Cla bil=e. 

[1.57] 车 Ar) 具 有 如 下 特征 ;对 每 一 个 x。 有 50 与 之 对 
应 , 当 |z 一 zol<-3 时 这 ro); 则 (zx) 函数 值 的 全 体 为 至 宪 
可 数 集 ， 

证 对 WW oC 一 00,; 十 o0) 及 半 0, 可 揽 到 有 理 区 间 4 二 
rR 使 io , 且 (xo 一 ,50 十 86), 上 磺 而 由 殷 设 知 ,当红 
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后, 时 ,有 六 zz 六 Jrzol 记 这 些 有 理 区 间 的 全 恒 为 
A= {A | zoE《 一 ceo 十 co 
及 市 为 由 一 切 有 理 数 对 +,R 构成 的 区 和 间 (r,R) 的 全 体 , 即 
B= {Cr RIIr, REQ.rTLR}, 


则 号 为 可 数 集 , 且 4 二 五 ,而 亡 二 a; 从 而 
二 < 去 ee 

以 声 记 ycz) 的 函数 值 全 体 的 集合 ,不 站 设 当 mi 天 .ss 时 ,rz 过 
fzxe) ,相应 地 有 4 E 4,4 和 4: 必 有 4 天 4, 即 两 区 间 不 重合 ， 
著 不 然 入 ,一 4A,s 由 XE， 有 f(ra) 汪 Cz), 及 由 Ti1 EA 有 
Cr/Crz), 即 有 fz) 一 f(r) 与 假设 蔬 盾 ,从 而 必 有 4, 关 
A,' 由 此 可 见 , 下 中 不 同 的 函数 值 对 应 于 A 中 不 同 的 区 闻 , 即 下 
与 和 4 的 一 个 子 集 对 等 ,从 而 有 


FAa y 
即 (zx 的 函数 值 全 体 所 成 之 集 是 至 包 可 数 集 . 
[1.58] 车 对 任 赛 有 限 个 xz; ;xz sz41 Mo 使 得 


| Der) [<m 


成 立 , 试 证 ,能 使 f(x) 关 0 的 xz 的 集合 为 至 多 可 数 集 . 
证 由 题 设 条 件 , 邻 
A {Ir|If ra a0}, 
Be= {zr{ fr bb 站) 
则 4, 与 Bs 均 为 有 限 集 . 事实 上 ,车 A 为 无 限 集 , 可 在 其 中 取 可 数 
) 个 点 riyzavryry 从而 有 


Fr) Tali a), fr ) na 


故 lim 27/ 6) =— oo, 
这 与 题 设 矛盾 . 故 A 为 有 限 集 , 周 理 B, 为 有 限 集 . 胃 记 
A= {rlf(r) 0), 
+ 


岂 一 1 


A =tir|ftr}<0}, 
划 


A=AtIA. 
折 册 只 需 证 明 4 与 A 都 是 芭 守 可 数 集 即 可 . 
下 证 A7T 为 至 名 可 数 集 . 
设 EE 一 A 二 {fry11} 


喜 
碾 而 


而 已 证 .Bs 的 为 有 限 集 , 故 对 Y 六 2 有 3 篆 为 有 限 集 ,. 故 
EE。 也 为 有 限 集 . 队 而 4+ 一 EE. 为 至 多 可 数 集 . 
沿 理 可 证 4 也 为 至 多 可 数 集 . 
所 以 :综合 上 述 知 4 二 ATUA 为 至 多 可 数 集 ,如 
4 一 人 7 zy 天 0) 江 至 才 可 数 集 . 
L1. 59] 


证 明 [e ,2 上 右 方 连续 如 单调 的 画 数 全 体 的 势 是 c. 
证 设 瑟 为 右 方 连续 单调 函数 全 蛋 所 成 之 集 :,Y f(r) EE， 
作 


已 一 {fCx) 二 qld 为 任何 实数 }， 
显然 吾 , 一 c ,而 ECE, 所 以 EE, 即 瑟 32e 


努 一 方 苏 ,对 YY FAz)E 五 ,对 应 有 tr) 在 有 理 点 上 的 杖 数值 
集合 a Fr fr se fr 3， 

由 六 的 右 连 续 性 可 知 ,/Az) 寿 深 理 点 上 的 值 完全 由 aj 所 决定 ,从 
而 ar 完全 决定 /Cr), 导 (xz) 与 ar 是 一 一 对 应 的 ;从 而 , 玉 与 


{arlFr)y 各 玉 } 对 等 ,而 1e|ACz)E 匹 } 是 实数 列 集 的 子 集 。 因 实数 
列 集 的 执 为 ce, 故 {arjf(7) 世 到} 的 势 乏 c, 从 而 有 五 雪 < 
综合 上 述 知 巨 一 < 
[1. 60] 还 明 tu,58) 上 的 点 序数 在 除 一 个 至 宪 可 数 集 外 的 点 
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上 都 是 可 微 的 . 
证 所 请 Ce ,7 上 的 凸 枉 数 基 指 ;YY 六 1 Xl 所 《av6lvzi<crzs 都 有 
Cra— IF Cr rT) rsa) 


A Ta i (re 六 < Te 
tr) 一 TI》 ra FEY 
即 有 工 一 并 1 志 下 z 一 工 


此 四， 对 <rz<<zs 有 
zi 一 ACT) Ca 一 CT) 


> 
sy 一 六 于 一 他 


这 说 明 存 在 右 导 数 
jim _ 
et A 
奖 似 可 证 左 导 数 产 -rz) 也 存在 ,并 且 有 
— oo 十. 
先 证 五 一 人 了] 疡 -fzr) 和 天 六 Tc 为 可 数 集 ， 
事实 上 , 邻 
A {rrEta Cr Ar), 
B= {rlrE (Cab) CI CT)}, 
铀 万 二 AUB, 胡 只 需 证 明 A,B 这 为 可 数 集 即 可 . 
下 面 以 A 为 例证 之 ,8B 的 情形 类 似 可 证 . 
对 Y zxo 操 人, 造 有 理 数 一 (5 设 产 ,全 0)， 司 得 
Fr tro), 


yf To) 


ro. 


由 于 Fr = lim > 
a Yr 全 
及 me 《ro = lim A 
由 极限 的 保 导 性 可 选 有 更 数 及 #6.4a 之 s。 <t < 使 
3 一 Cro) 


< ry 


汉人 
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合并 两 式 得 FV fro Tr Cy To) 
(其 中 ?天 ro* 且 < 大 7 

邻 Y 一 Csrrt)v 出 这 是 4 到 嫂 : 的 一 个 映射 ,而 且 是 单 射 ， 
事实 上 ,车 .rzzsEA 使 rr- 一 rr 一 和 人 一 ， 则 (9yf7 一 
Csro afr,) ; 且 均 含有 区 二 | 与 TI2. 于 是 同时 有 

FOr Arr Cr TI TD FR CX Ta) 
但 二 rr,; 吉 此 两 式 不 可 能 同时 成 立 . 这 说 明 有 4 与 ?的 一 个 于 和 集 
对 等 . 而 名 为 可 数 集 , 从 而 A 为 可 数 集 . 

同 理 可 还 BB 也 是 可 数 集 .从 而 EE 二 AUB 为 可 数 集 . 

而 在 ts) 一 巨 上 ,往外 有 Cr) 一) 一 六 (zr) ,1 即 f(r) 
在 ka 一 吾 上 处 处 可 导 . 故 ke,a) 上 的 凸 菌 数 在 除去 一 个 至 密 可 
数 点 集 外 都 基 可 徽 的 . 


* 4 。 


第 二 章 点 和 集 
内 容 提 要 
[ 定 兴 3.11 (1) 我 们 称 集 合 


R" =~RXERX- XR 
”个 
一 Try 人民 一 下 
为 实 维 空间 , 称 人 rrs ro 为 开 中 的 一 个 点 , 简 记 为 了， 当 
二 二 0 时 , 称 之 为 R" 中 的 原点 . 
2) 设计 二 rr 和 yy 是 民 "” 中 任意 
两 个 点 , 定 必 它们 的 距离 如 下 


后 上 
PRE A 人 全 Cr， 一 7 
， 


(3) 训 邮 为 民 中 的 点 集 , 若 本 并 人 DrE 人 (7 一 (zs， 
有 | | 一 12 则 称 闻 为 有 界 集 . 

注 1 R'、 BR 和 R 就 是 通常 的 实 直 线 . 二 维 平 而 及 三 维 空 
辣 . 民 ' 中 两 点 < 上 与 w 国 的 距离 就 是 HIr 一 六 |. 

2” 愿 离 是 一 个 美 于 了 和 的 二 元 函数 , 它 具 有 下 述 基 本 性 
质 : 

cD 非 质 性 :etryy220: 当 昌 公 当 了 一 3 时 ptryy) 一 0: 

Ci) 对 称 性 :orvy) 一 DOys rs 

《ia 斌 是 三 角 下 等 式 :pGCrizDspfryyD) 二 DY) 
以 上 三 条 是 距离 的 本 质 ; 以 此 作为 公开 亲 建立 抽 秋 的 距离 空间 ( 度 
二 空间 ) 的 概念 . 

3” pzrsy) 是 二 元 连 争 函数 , 即 洁 x 一 了 yy tn 一 5o20), 则 有 
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PK 一 wy 全) 
4"” 集 上 虹 有 办 的 充 要 于 件 是 :本 天 盖 0， 使 WM 都 有 
PCr0) EK"'. 
[定义 2.2] 设 zo 为 R* 中 的 点 ; 则 称 点 集 
{zlr € Rplrsro) < BH} 
为 xn 的 人 邻 域 , 记 为 Atro0). 称 .ro 为 该 邻 域 的 中 心 .3 为 该 邻 域 
的 半径 . 
[ 定 兴 3233]j 设 和 SR", 我 们 对 玉 中 的 点 作 如 下 分 状 ， 
(1) re 为 五 的 内 点 < 人 = 了 30, 使 Croy Byc 玖 ， 
《23 ra 为 已 的 边界 点 < 和 vvY GO 了 rivzroEANrCco 3 使 
Ti EE EE,r, 让 EE, 
(3) zo 为 匹 的 孤立 点 < 和 =- 习 全 0, 合 巨 门 NGCro, 6 一 1rn)}、 
C4) .re 为 巨 的 聚 点 < 人 YY 3>>0, 都 有 
EMCNUred) 一 {70)) 8 V. 
52 五 的 导 集 五 定 多 为 ， 
EA 1rlr 是 五 的 聚 点 }. 
67 卢 的 内 域 "定义 为 ; 
A 17 是 五 的 内 点 }. 
170 五 的 六 包 玉 定义 为 
EaEUE'. 
注 1 车 zz 是 玉 的 内 点 , 且 已 守 玉 则 zr。 必 是 五 .的 内 点 
“将 "内 点 " 撞 成 * 酚 点 " 亦 然 ). 
2 点 信 下 的 每 一 点 或 为 孤立 点 ;或 为 耿 点 ,二 者 必 居 其 一 ,日 
中 届 其 一 -. 
3 内 点 , 聚 点 .边界 点 及 孤立 点 之 间 有 下 述 基 系 : 
Ci zz 为 五 的 内 点 一 ”为 五 的 聚 点 .友之 不 一 定 ， 
ii zz 为 五 的 匠 立 点 一 为 瑟 的 边界 点 .反之 不 … 定 . 
DD 达 了 拘 扳 移 点 不 可 能 是 丽 的 内 点 .反之 麻 然 . 
iv 一 般 地 ,号 的 边界 点 可 能 是 聚 点 .反之 浆 然 ， 
» dd3. 


[定理 2.1] 导 集 .内 域 . 闭 包 具 有 如 下 性 质 : 

《1) 装 A4 守 8, 则 有 A' 守 8B' ,4A° 守 B" ,ASEB. (单调 性 》 

(C27 CAUB)' =A UB, CAMBS=ANMB’, 

AUB}=ALUEB. 

(37 As 一 AAA 

[定理 2.24 案 点 其 有 的 性 古 : 

17 zo 是 下 的 康 点 寺 二 YY GD0: 在 (zyGy? 中 恒 有 无 穷 多 个 
点 属于 五 ， 

C2) ro 是 五 的 聚 点 拓 僵 Y 0, 在 N(xros8) 中 至 少 含有 万 中 
的 一 个 异 于 xo 的 点 . 

3) .ro 是 五 的 聚 点 < 六 卢 中 有 互 异 点 歼 (z 收 和 伍 于 ro. 
即 zeEE' 3 {Er 使 pr ro 0 (no ). 

《4) 波 尔 察 诺 一 维尔 斯 特 拉 斯 定理 (Bolzano 一 Waierstrass) 
定理 : 

著 包 是 R" 中 的 有 界 无 穷 点 集 , 风 世 ' 天 好.《 即 : 任 一 有 界 无 
窃 点 集 至 少 有 一 聚 点 ). 

[ 定 兴 2.4] 设 EEER". 

《12 称 正 为 开 和 集 , 当 和 且 仅 当 =EE'. 

c2) 称 世 为 闭 集 , 当 且 仪 当 =EE( 即 EE'). 

33 称 五 为 完备 集 , 当 且 仅 当 五 一 已 (或 称 完全 集 ). 

(td) 称 万 为 自 密 集 , 当 上 且 仅 当 五 华 匹 (或 称 致密 集 )， 

《22 称 瑟 为 踢 朗 集 , 当 且 仅 当 Y B>D,rE 五 ,有 

和 NCA 一 所 了 关 名 ( 即 慷 没有 内 点 ). 

注 1° 完备 集 就 是 自 密闭 集 . 

2 EE 是 闭 集 < 人 > 五 一 应 后 瑟 中 的 任 一 收 总 点 列 必 上 收 租 于 到 
中 的 一 点 ， 

3" 是 自 密集 寺 坟 下 GE' > 万 不 合 于 立 点 ， 

414" 巨 是 完备 集 二 => 二 EE' 二 > 是 不 含 孤 立 点 的 闭 集 . 

[定理 2.3] 开 . 闭 集 的 运算 性 质 . 

C1) 荐 下 是 闭 集 , 则 必 玉 是 开 集 ;若是 开 集 ,; 则 GO 是 

中 二 二 站 


闭 集 - 
{2) 任意 多 个 开 集 的 并 集 仍 是 开 集 ;有 了 腿 个 开 和 集 的 交集 仍 是 


开 集 ;任意 宪 个 闭 集 的 交集 仍 是 闭 集 ,有 限 多 个 闭 僻 的 并 集 仍 是 
闭 集 . 
3) 车 下 为 闭 集 ,G 为 开 集 , 则 如 一 下 为 开 集 ,下 一 G 为 闭 集 . 
注 1” 任意 多 个 并 ( 闭 ) 集 的 交 ( 并 ) 集 不 一 定 上 是 开 ‘ 闭 ) 集 . 
2° 设 FF FE 是 一 电 闭 集 ,而 


一 Sr,, 
网 称 玉 为 FF, 型 集 . 


类 但 地 , 称 G 一 |G.(G, 为 开 集 ,一 1,2,…) 为 Gy 型 集 . 
[定理 2.4j 波 当 尔 ‘<Borel) 有 限 履 盖 定 理 : 
设 下 是 有 界 闭 集 ,2 一 {UlaE A}) 是 一 禾 邻 域 , 若 

五 全 了 CD (被 Br 覆盖 ). 


gE 具 


则 存在 有 限 窗 个 邻 域 Cry 使 
= Pv. 
《 即 : 有 界 闭 集 的 和 企 一 开 材 羡 必 有 有 限 子 槛 盖 》， 

注 1 设 忆 RiG)ea 是 一 族 开 集 : 车 对 Y xEE, 总 存在 
CEtC ,使 和 ECG 则 称 开 集 族 410) 为 玛 的 一 个 开 李 盖 ; 若 至 
的 开 覆 六 4Cojses 中 有 子 族 {1Gojeuw4 三 4 也 覆盖 五 , 刚 称 该 子 族 
(Goloew 为 材 盖 1 的 子 覆 盖 . 

2 对 一 般 集 瑟 二 R*, 有 林 德 略 夫 履 盖 定理 ; 设 ECCR", {GCG} 
是 玉 的 一 个 开 和 覆盖, 则 存在 至 多 可 数 个 GG ,Gay… ,GCG,;… ,使 


Ec Vc. 


由 此 可 见 ,Borel 有 限 覆 盖 定 理 是 林 氏 定理 的 特殊 情 撒 . 
[定理 2. 5] RR 中 开 集 的 结构 ,任何 非 空 开 集 C 可 表 为 到 地 
可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 之 并 . 即 ， 
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若 僻 为 于 集 , 则 3 Cry 二 2 ean) (Cab) 人 ， 

i 使 
CC 一 Sa 

注 1 这些 开 区 间 5Caspyt 人 一 2 称 为 写 的 榴 成 区 间 . 

2” 对 于 RR' 中 无 界 开 集 局, 我 们 将 (一 oo.5) Ca 十 eof 一 cc 
+ 3) 等 也 算 作 构成 区 间 ; 结 论 仍 然 正确 . 

[定理 2.6] R! 中 闭 集 的 结构 : 

C1) 引 理 : 设 五 是 R' 中 非 空 有 和 罕 闭 集 ; 则 天 中 必 有 -最 太 点 
TT 和 最 小 点 Xx; 对 FF, 有 

Ta TT 

2) 设 丘 是 非 空 有 界 闭 集 , 则 存在 闭 区 加 fa,5 及 至 多 可 列 个 

互 林 相交 的 开 区 间 (Crs54) :二 1,2,-… ,使 
F= [eBj— | 2 asp 


注 1 去掉 的 那些 开 区 同 称 为 下 的 邻 区 间 . 
2” 对 于 R' 中 的 无 界 闭 集 ,定理 [2. 6 仍然 成 立 . 
[定理 2.7] 设 书 是 非 堂 有 界 完 备 集 , 则 存在 拷 区 间 [eyB 及 
逆 才 可 列 个 互 不 相 变 的 且 无 公共 端点 的 开 区 间 [5oasmu7 :一 ,2， 
-使 
P= [eB8]— | 二 7) 


推论 民 ' 中 的 非 空 闭 集 下 可 表 汶 一 完备 集 导 及 孤立 点 集 
‘可 列 保 ) 吃 之 并 . 
[定理 2. 人] Cantor 集约 性 质 : 设 下 为 Cantor 集 , 则 有 
1) 也 是 完备 集 . 
(C2) 也 是 政 朗 集 . 
3) 卫 上 共有 连续 基数 
42 大 为 零 测 集 (测度 概念 见 下 章 ). 
[ 定 党 2.5] 谱 A 和 R",BCR", 则 定义 入 与 上 的 中 离 为 
of 人 A inf{fpCrsy) rE Ay EE B}. 
。 由 全。 


特别 . 当 2 为 单 点 集 1ry 时 ,证 是 点 到 集 互 的 距离 : 
fr 有 一 infiplryylvE 五 1. 
注 1 对 YEwyE 呈 醒 有 
站 

2” 蔡 EB. 则 pr 有) 一 0. 其 道 不 真 . 

3 设 非 空 逆 柴 A.BCCR". 且 其 中 至 少 有 一 个 为 有 界 闭 集 , 划 
有 ,人 司 得 

HI) = pil BD). 

{ 称 此 为 这 离 可 过 定理 .) 

1 设 下 三 R" ,A 二 0, 则 集合 

{rr RR or dt 是 开 集 . 

[定理 2.9] {隔离 性 定理 ): 

C7 证 产 、 Pa 济 二 个 有 界 内 焦 , 且 下 门 天 一 过, 则 必 存 在 开 集 
Gi 重 下 安全 人, 且 

1 门 一 好. 

(22 当 FF 去掉 有 界 计件 ,但 天.F 关 是 闭 集 ,月 FF, 门店 :一 

记 : 则 上 述 结 论 仍 成 立 ， 


问题 解答 


一 .回答 问题 并 说 明理 由 
[52.1j 能 否 举 出 具有 下列 性 质 之 一 的 集合 : 
“17 入 | 只 有 一 个 极限 点 ,县 极 限 点 不 访 于 A 
《2) 4: 有 zm 个 极限 点 , 自 概 限 点 不 属于 .4 

C3) 3 有 可 列 个 极限 点 *“ 且 极限 点 不 属 手 -as 
£4) 没有 边界 点 的 平面 点 集 ; 

55) 有 边界 点 ,但 边界 点 不 属于 该 集 的 平面 点 集 ? 
解 ” 可 以 举 出 如 下 ; 

1 1 


3 a 


G) 41 一 1, 去， ,上 晤 然 


"4d7 =» 


一 10 ,但 0 所 A41. 
1 1 ,1 1 1 | 
(2) As— {11 ,2 十 十 十 去 则 十 言 习 mm 二 本， 
副 4 一 !11, 2 有 1 2 on 都 不 属于 Az. 
1 1 1 1 ,1 1 
3) 4s 一 (1 十 去 1 十 言 "2 十 二 1 十 二 ,2 十 于 ,3 十 可 4 
1 1 _ i 
1 十 于,2 十 让 1 十 本 
则 4 一 11:2，… A 和 12 
(14) 古 及 R: 即 是 . 


《5) 平面 上 任意 不 等 于 R* 的 非 空 开 集 .如 


[2.2] 能 和 天 断定 R! 中 的 扳 立 点 上 集 必 是 译 几 可 列 集 ,已 为 玻 
朗 集 ? 


解 可 以 断定 . 设 4 为 孤立 点 集 ， 


有 二 Cry) 所 Riz 二 < 1 等 等 . 


《证 4 是 可 列 集 . 记 吾 为 及 :中 以 有 理 数 为 端点 的 开 区 间 全 
体 所 成 的 集 . 则 号 为 可 列 集 . 车 7+ 盛 4, 则 在 在 工 的 一 个 以 有 理 数 
为 端点 的 邻 城 Ca;,8.), 使 


Ca 人 A= 


对 每 个 xE 4 都 作出 这 样 的 一 个 邻 域 , 由 于 每 个 邻 域 中 只 会 

一 个 和 中 的 点 , 故 A 中 两 个 不 同 点 民 与 ytz 关 yw)} 所 对 应 的 邻 域 

fo 与 CoB 也 不 相同 , 记 
DD= {asB,) rt EA. 


则 也 与 五 对 等 .但 忆 为 可 列 集 吾 的 一 个 子 集 , 即 五 是 至 客 可 列 
的 .获胜 为 至 多 可 列 点 集 . 


《ii 对 任 取 的 开 区 则 Ca:8 如果 ( 人 (ap 不 售 4 的 点 , 则 4 当 
热 是 玖 庆 和 集 . 如 时 toa,B} 含 有 有 A 的 点 mu* 即 a 之 之, 由 于 xo 为 孤 
空 点 :性 有 正 数 60, 使 得 (zcro 十 人 (8)， 绸 


f《zoyr2u 十 人) 门 志 一 向 


《ro 一 他, 门下 一 向 
故 中 是 踊 师 的 . 


+ 


[2.3] 设 4,4s… 14, 是 R! 上 的 有 限 个 集 , 下 式 
(4 十 4 十 十 由 一 4 十 As 十 和 十 人 
是 否 成 立 ? 
解 ” 成 立 . 证 明 如 下 : 
设 ro 得 4 十 4 十 十 4 出 YiG 一 1 2 52) ， 有 = 各 全， 即 
zo 不 是 诸 A 的 京 点 ,从 而 存在 zx。 的 邻 域 (e. ,8) ,使 
fa p 一 (re 门 门 嫩 一 何人 一 1 2 ,1). 
现 取 a 二 max i!o, |1 守 /和 nn B=min{tB,|1 扣 i 和 naro 
B,C Bm {ro NA =GG=12 ,0). 
a 
这 说 明 zo 不 是 A 十 A 十 十 A 的 买点 ; 即 
zo 入 CA 十 A 十 -… 十 A 7. 
由 xo 的 任意 性 可 知 , 凡 不 是 集 和 十 A 十 十 她 的 点 必 不 是 集 
《4 十 4z 十 … 十 4 的 点 . 摘 言 之 , 凡 属 于 (4 十 4 十 … 士 47 的 
点 必 属 于 4 十 4 十 … 士 4 即 
《4 十 4 十 十 4 EC 十 4 十 … 十 ). 
友之 ,由 于 
三 十 A 十 一 十 于 一 1,2,. 1). 
由 导 集 的 单调 性 可 知 
EEC 上 AI 十 4 G1,2,.… ,1n). 
A en 
综合 上 述 两 方面 ;结论 得 证 . 
[2. 4] i》 和 任意 才 个 开 集 的 变 集 一 定 是 开 集 吗 ? 
《2) 任意 密 个 闭 集 的 并 集 一 定 是 闭 集 吗 ? 
解 ”部 不 一 定 .举例 如 下 : 


1》 六 一 一 二 :1 十 寺 上 | Cn 一 1,2,…), 则 G 为 开 集 . 但 是 


6 = 116.— 11(- 二 ,1 十 寺 | = [0,1]. 


显 热 口 是 闭 和 集 . 
+ 48。 


(2》 证 产 。 [二 ,1 ;| 一 2 则 天 浪 古 集 , 作 是 


Ei 


ro Sr, rl 1 .| C0.1). 
站 nm- 一 
显然 旦 开 集 - 
[2.5] 试 举 出 Ri 中 具有 下 列 各 种 可 能 情况 的 点 集 : 
17 没有 概 限 点 ; 


(2) 集 相 身 则 时 就 是 它 自 己 的 概 眼 点 全 人 剧 ; 

《3y 极限 点 一 部 分 在 集中 ,; 另 一 部 分 不 在 集中 ,其 至 极限 点 比 
集 本 身 的 点 还 要 多 . 

解 1) 空 集 必 没有 极限 点 ,一 切 有 限 点 集 无 极限 点 ;又 集 
位 :22 区 极限 点 . 

《2) [arbj] Ca 二) 的 极限 点 全 体 就 是 Ce yp 

3) 以 所 表 示 [0;1] 中 的 有 理 数 全 体 , 则 已 的 极限 点 全 体 就 
是 [0,1j,; 可 见 及 的 极限 点 比 本 身 的 点 还 屋 包 . 

EL2.6] (1) 当 闭 和 集 FS[a;6] 时 ,和 [si 了 一 [ay#8j] 一 下 是 和 否 为 
开 和 集 ? 是 否 为 闭 集 ? 

《2 当 闭 集 下 王 (aa .5 时 .三 一 (aa 65) 一 已 是 次 国 和 开 集 ? 是 
否 为 闭 集 ? 

《3 将 Cg2) 中 的 闭 集 天 换 为 开 集 避 呢 ? 

解 (1 闭 集 玉生 La.5] 时 ;各 1 不 一 定 是 开 集 也 不 一 定 是 
闭 集 .如 

取 下 一 [0,1j 守 [90,2];, 但 它 o.o 下 二 (1,21. 

522 车 闭 上 集 户 王 tay5), 刚 wn 必 是 开 集 . 举 实 上 ,当下 为 
闭 集 ,客户 为 开 集 ,而 (a.58) 蚌 开 集 , 则 省 下 二 (a,56) 一 让 二 
fab 了 EF 为 开 集 . 

《39 车 开 集 G 守 [a:5j;, 则 5G 一 定 是 闭 集 .因为 开 集 可 
推 知 儿 局 为 闭 集 ,于 是 

宇 RaC 一 [aa 一 已 一 [ao 门 2G 为 闭 集 . 
(4) 由 洛 避 a(0,1) 一 [F127 可 知 , 当 开 集 GE Ca 人 时 ,WG 
s 号 心 本 


不 一 定 为 开 集 ,也 不 一 定 尖 闭 集 . 
[2.7] 政 有 训 集 的 余 集 是 否 一 定 为 稠密 集 7 
解 是 .事实 上 , 若 (a.8) 基 任意 一 个 开 区 间 , 山 于 .1 是 玖 有 朗 
集 ,不 会 任何 区 间 , 即 ka p) 中 总 有 不 是 所 的 点 ,页 
(CoB 人 A. 
cas 记 ) 中 全 有 各 71 中 的 点 . 
由 (52 的 任意 性 知性 是 竺 密集 . 
[2. 和 8] 设 忆 是 R 路 用 界 闭 集 ,G 是 开 集 且 5 三 避 , 问 能 香 找 
到 一 个 正 数 宁 ,使 当 [|r1<G 时 ,有 
所 十 ri 一 人 十 fy 五 一 C? 
解 ” 管 案 是 肯定 的 . 证 明 如 下 ， 
对 YY yEFRP, 因 下 CG; 则 yyEG; 而 避 为 开 集 ;所 以 y 是 全 的 内 
点 ; 即 9 55, 半 0, 使 邻 域 
vt CC GU, ~ Nvy,d,/2). 
从 而 {Uy 所 让} 组 成 有 界 闭 集 下 的 一 个 开 覆 羔 , 由 波 雷 尔 CBorcl) 
有 限 履 盖 定 理 可 知 ,3 引 {yyy ye yn} 二 


使 得 Fe Dv,, 
于 是 每 一 个 yE FF 至少 属 于 基 个 UU ,日 对 YY = 所 
有 1y 一 zi 字 |z 一 y| 一 [sy 6/2 = 8,/2. 


现 取 3 一 羡 mint3 ,8,08 ), 则 当 |7| 过 8 村 ,对 VY yEF， 


有 
3 二 EGF 1)GG. 

[2.9] R! 中 的 闭 集 与 完备 集 有 何 关系 ? 

解 ” 任 一 非 空 闭 集 尺 可 表 为 一 完备 集 已 及 孤立 点 集 DD( 是 可 
列 集 ?之 并 .证明 如 下 : 

着 到 为 R' 中 的 有 界 闭 集 , 则 由 有 界 闭 集 的 移 造 (定理 2. 6 
“2 可知: 有 闭 区 间 fe,B8], 使 

F= [eB] Da b). 


* 51 。 


其 中 feat6)E[aP] CE 一 12 0 ,有 (ad) NN Cob ) = COAEN). 

于 是 有 下 列 三 种 情形 : 

0i) 当 菜 as 一 < 或 革 名 一 中 时 ,或 有 便 是 已 的 王立 点 . 

Ci) 当天 的 某 两 个 相 邻 的 余 区 间 fCa,,5) 与 [ai 有 一 个 公共 
端点 ,如 局 一 占 一 To: 则 ro 显然 是 书 的 孤立 点 . 

Cii) 当下 的 两 个 相 和 邻 的 余 区 间 (a.,&.) 与 (wy) 有 美 系 <a， 
时 ,5,2a,j 是 下 的 一 个 子 闭 区间. 

除 此 以 外 ,再 没有 其 它 情 况 , 所 以 下 中 的 点 被 分 为 两 类 ;一 是 
孤立 点 ,其 全 体 记 为 万 :直人 .fi 可 条 :了 是 至 多 可 列 集 ; 一 是 情 
训 007 扩 述 的 全 体 子 闭 区 间 (5 至 多 可 列 个 且 和 不 相 变 ?之 并 所 成 的 
集 也 ,居然 尸 是 完备 集 . 

若 产 为 无 界 闭 集 , 则 只 要 考虑 到 a 可 能 为 一 co ,而 及 可 能 为 
十 co ,上述 证 明 奶 然 适 用 于 此 . 

二 .点 集 的 各 种 性 质 

[2. 10] 设 AESB, 则 A' 三 8'、 A 三 8B°、 有 CB. 

证 (fi) 证 有 明 A' 叶 BB'， 

Ye 4 由 险 点 定义 知 ,在 z 的 任意 邻 域 Ntz,G) 中 必 有 蜡 
于 工 的 点 yA, 而 由 A 刁 B, 所 以 yEB, 帮 工 亦 是 及 的 隔 点 ; 凤 xz 
各 五 ' , 亦 即 A' 守 B'. 

(i 证明 A* 守 BB". 

YY 工 EA" ,由 内 点 定义 知 , >0,N(CGT18)A, 但 A 三 B, 所 以 
NT) 守 B. 即 zz 是 BB 的 内 点 ,也 就 是 xzE B*, 鼓 A* 己 B"， 

Cii) 证 明 A 三 请; 

因 A 叶 B, 由 习 ) 知 A' 忆 B'., 于 是 有 

A=AUA'CBUB' mE. 

[2.11] 证 明 下 列 结 论 : 

《1) 对 于 zoEER"',5 >0, 邻 域 Nm) 必 是 开 集 ， 

“2) 车 天守 R", 则 E? 是 开 集 ,志和 巨 均 为 闭 集 . 

证 《1) 说 r 所 ArCazo 2) 则 必 有 8 0 使 

AT YC Nt{r,,.d) 


» S22. 


即 工 法 NCro: 人 HS) 的 内 点 ,如 图 2 一 1 所 示 . 
事实 上 ,由 于 TENCzoD); 则 plz ,ro) 
< 人 ,取信 ,使 
OF" TH pT,T0), 
由 于 YT "ENCrS'), 有 
PCr TY) < , 
而 per rptr TPT To) 
HB 二 ptr ta) <8, 
Xx" ENCreB). 由 zr" ENCr,S") 图 2 1 
的 任意 性 知 
AtT Ceco 全 )， 
起 mkCzroy3) 是 开 集 . 
(2) 设 下 CR* 为 任意 点 集 . 首先 证 明 E? 是 开 集 . 阁 EF? 二 名， 
则 结论 显 热 : 若 EE" 大 谨 , 则 YY xEE', 要 证 XxX 是 Er" 的 内 点 ,由 f+EE 
五 " 知 z 是 五 的 内 点 ,所 以 了 s 盖 0 使 
rs CE. 
对 六 3 后 (zs) 习 人 0 有 具 须 < 一 pryy) ,使 
Ny C Nirie) CE, 
五 ". 
由 yy 所 kzys) 的 任意 性 知 NCr,a) 二 BE", 即 二 为 世 的 内 点 
故 E? 为 开 集 . 
其 次 证 瑟 ' 为 团 集 .不 臣 设 (五 并 天 多 ( 当 (六 一 这 时 五 最 然 
是 闭 集 ) ,只 要 证 得 CE)' 守 EE'( 即 WW CE'Y' ,证 得 zxE') 即 
可 . 
直 于 了 > 为 五 "的 了 京 点 ,所 以 在 上 的 任意 邻 域 中 会 有 巨 ' 的 无 穷 
包 个 点 ;从 而 对 ¥ e 汪 0, 有 
五 门 NC7;E) 为 无 限 集 . 
故 3 习 EE'MN(Cr,e). 
由 于 到 ENCtxz,e) ,因此 3 人 =0, 使 
NOXTsd) CC NCUT,E). 
= 


天 由 七 EB’ 可知 3 90 使 五 站 Amy8) 为 无 限 集 . 


但 NEriB) CGOr3) EC NC ,EY). 
所 以 ,ENNCGr ,Ee) 坟 ENNGTi:81) 六 无 限 集 . 
元 为 EE 的 聚 点 ; 即 EEE . 
所 以 ,EE'Y)' 守 EE' ,五 :为 闭 集 ， 
最 后 我 们 证 明 匹 为 逆 集 .由 干 世 二 EUE' ,而 FE' 蚌 闭 集 , 戎 有 
(EE)'C 上 上 ', 从 而 有 
(Ey = (EU EY =E NE SCE LUE =E: 
二 EL E' = EE, 
故 玉 为 闭 集 . 
[2. 121] 设 R" 一 Ri 是 ro 平面 ， 
《TD Ei {Cry 二 1 求 EE! EE. 
f= -天 站 | 
了 3 一 7 ,TERr, 求 El, EE?. 
0, 一 习 
解 《1) El 一 {Cr,ylrii yl}; 
五 :一 10Ty3) ry l= El: 
EE UR {r+ yl). 


C2) a. 


(C2 EE = | era5lv 一 sin 二 ,9 UU tx, y) 
1 iv: 
i 二 六 
[2.33] 设 巨 是 [8,11 上 的 爹 体 有 理 点 ,在 民 ' 与 及 : 中 分 别 
天 契 时 ,所 . 坟 .EE'", 玉 各 是 由 了 脚 些 点 构成 的 . 
解 在 R' 中 .EQ 让 二 F001],E=2. 
在 R* 中 ,E 二 {C1v 一 0+rEQ....;. 
五 " == {ry)|y Oo— 07 [ol1j}.E 一 党 
[2. 1 设 i-07 蚌 RR! 中 的 开 集 , 且 GE 刚 G 的 每 个 
多 成 公 间 局 育 在 个 . 的 某 个 构成 区 间 之 中 . 
a 号 二 本 


证 设 Y reErka .BT. 寺 中 (DB 为 中 的 任意 一 个 构成 区 
间 ,网 由 信守; 得 .ra 三 它 ; 芋 局。 即 
和 
故 存 在 G; 的 某 个 构成 区 间 (9; vs) :TE (Cos ,781). 
下 证 fa BDISETos BIG 若 丰 然 , 便 有 
(i) Tr 
就 情形 (1) 而 言 , 可 得 
BP; EE Ca Cr. 
这 与 taes,B:) 是 全; 的 构成 区 间 相 政 盾 .由 i 也 可 以 刍 出 同样 的 巴 
BE ao 
即 (eai .BEStasy2s). 证 上 毕 ， 
[2. 14] 游 点 集 4 的 导 上 集 A 是非 空 的 至 密 可 列 集 , 则 A4 必 
为 可 列 集 . 
证 记 互 为 4 前 孤立 点 全 伍 , 则 五 为 奎 包 可 数 集 . 由 于 4 的 
每 一 点 是 A 的 聚 点 ,这 些 栾 点 可 能 属于 4 也 可 能 不 属于 4 ,所 以 
A= BUCANA'Y. Cy 
沽 BB 到 多 可 数 , 而 和 4 门 A4' 守 A', 丘 A' 至 多 可 数 , 所 以 A 门 A 
也 为 至 名 可 数 集 . 因此 结合 Cx ]) 式 知 A 为 至 守 可 数 集 . 
但 由 条 件 4 和 天启 知 集 1 至少 有 一 极限 点 zx; 那 妈 ro 的 插 意 
邻 域 中 全 有 4 的 无 限 针 个 点 ,所 以 4 为 污 限 集 . 
故 把 为 可 数 集 . 
[2. 16] 设 集 对 于 4 有 Mi 门 A 呈 MM, 则 称 2 闭 于 AC 
入 对 于 和 集 4 为 周 集 ). 证 明 : 村 包含 于 4 且 闭 于 4 的 充 要 条 件 是 
存在 闭 集 F;M= 人 NF. 
证 必要 性 设 CA, 且 WW' 八 ACM, 取 
F~M— MM',， 
则 到 为 闭 集 , 且 
ANMF=ANOAUMI=ANMU CANM) SM. 
即 M=.ANE. 
* G5 * 


充分 性 ” 设 存在 闭 集 下 ,使 WH 二 A 门 , 则 显然 有 MM 守 A( 因 A 
一 妇 门 所 ), 而 
MM 二 A' 人 FC 喧 A' 人 门 FCF( 因 二 闭 集 } 
所 以 MNACSEFNA=M. 
故 Mf 团 于 A. 
[2.147] 了 设 五 为 康 托 集 的 余 集 的 构成 区 间 的 中 点 所 成 之 集 ， 
解 6 设 康 托 集 为 已, 其 余 集 为 Co， 


一 人 二 下 下 of( 和 ou- 


考察 L0,1] 中 的 点 的 三 进 制 表示 法 , 设 


由 康 托 集 的 构造 知 , 当 y€ Ps, 时,y 的 小 数 点 后 任 一 位 数字 都 不 是 
1，* 居 而 可 设 


当 万 Go 时 ,可 设 


T= 日. 中 as 


特别 :对 于 Go 的 构成 区 间 的 右 端 点 多 而 + 有 
3 在 =O. Alda OO0- 


对 于 Go 的 构成 区 阿 的 左 端 点 ys ,有 
Y 直 二 DO. ade 0222.r, 


由 此 可 有 网 ,玉生 , 且 当 zzEE 时 ,有 
1 
三 一 BC TF#2 0, dra,lll 


Qi 下 证 康 托 集 PP。 中 的 点 都 是 玉 的 极限 点 . 
对 YW yE Pos 由 于 yy 一 0. qasra…y 取 x 万 二 ， 
由 zk = 0.caz erlll… 和 五. 
由 于 yy 与 zx 的 小 数 点 后 前 点 位 小 数 相 则 ,从 而 
» SB" 


1 1 3 1 1 
| =。 | 所 34T1 十 tz FF 全 “ 354+1 < 34 


吉 Y e203 MD 当天 2 和 时 有 机 < 即 
zy 一 YY < 5 
这 就 证 得 一 一 3 一 cc 即 y 反 三 
《iii) 下 证 Y 工 和 Co 有 所 五 " .事实 上 :;: 若 二 怎 五 , 则 = 只 能 是 
Cu 的 构成 区 间 的 中 点 , 即 
工 一 OO. cdra dll-. 
由 康 托 集 的 构造 知 , 对 Y z 写 EEC(z 了 77), 都 有 
1z= 一 工 | 凑 173". 
所 以 工 入 在 " . 
若 工 千 五 , 且 工 所 Co 则 
工 一 站 .Gaiiarransl11 1anpsice 《oa 十 1 
于 是 Y >E 已 ,有 
1= 一 了 | 之 173”. 
文 贞 五 ". 
上 吉 Ce 中 的 点 不 属于 EE'. 
综 上 所 述 : 我 们 有 :Ps 中 的 点 都 是 五 的 极限 点 ,不 是 严 。 的 点 
邦 不 基 瑟 的 极限 点 , 从 而 


五 ”一 Po. 
[2. 48] 设 A 写 R', 则 xzEA 的 充 要 条 忻 是 : 包 合 点 zx 的 任意 
令 域 Ka 月 )， 有 (as 门 4 和 好， 


证 必要 性 设 zEA, 当 zxEA 时 ,对 于 江 的 任意 分 域 

toy): 有 tas 说 门 A 二 {zr} 所 以 
ap 门人 和 夫人 好 ， 

当 文生 人 4 时 ,由 于 了 操作 一 由 十 所 以 必 有 了 EA4 即 了 为 用 
的 极限 点 . 

于 是 由 极限 点 的 定 浆 得. 对 的 任意 邻 域 Ce,B) ,总 有 志 中 蜡 
于 工 的 点 言 于 Ca: 有 ),， 即 

» HT» 


{tasB) C— {Xr} 站 A 
Cos BT AEE. 
充分 性 ” 设 对 zo 的 任意 邻 域 ia;B) ,都 有 
to) 门生 关 名 
车 .Edy 则 TEALA' 一 A; 车 zo 牛气 ; 则 由 
(Ka {rN A BN A CE. 
[Kay 为， 的 任意 邻 域 ?可 知 ,ro 为 4 的 极 轨 点 , 即 xwoE A". 
部 fo AAA 一 4 证 毕 
[2. 19] 证 明 用 十 进位 小 数 表 示 [0;,1]1 中 的 数 时 ,其 中 用 不 着 
数字 6 的 一 切 数 成 为 完全 集 . 
证 用 十 进位 小 数 可 将 [0;1j 中 任 一 数 表 示 成 0.aias ea 
其 中 0&3 寺 9 ,#4 一 1 2 
把 Lo0,1jJ 十 等 分 ,去 掉 第 七 个 等 分 开 区 间 
C6/10,7/10), 
于 是 表示 式 中 ai 一 6 的 小 数 就 全 部 去 掉 了 (注意 规定 6/10 表示 为 
9. 599*……， 而 不 表示 为 0. 600… ). 
然后 把 余下 的 九 个 区 间 的 每 一 :个 都 进行 十 等 分 ,去 掉 各 自 的 
第 七 个 等 分 开 区 则 ,于 是 表示 式 中 as 为 6 的 小 数 全 部 去 掉 了 (对 
务 点 的 小 数 表示 仍 规 定 以 9 为 循环 他, 关上). 
继续 这 一 过 程 ,去 掉 的 这 些 开 区 间 有 可 数 无 限 字 个 ,月 彼此 耳 
不 相 变 ,又 无 公共 端点 .与 [0,1] 也 没有 公共 端点 . 
故 用 寺 进 位 小 数 表 未 [Lo,1] 中 的 数 时 ,其 中 用 不 着 数字 6 的 一 
切 数 成为 完全 集 上 与 康 托 集 的 构造 相同 ). 
[2. 20] 试 证 一 切 包 售 五 的 闭 集 之 交集 恰 为 瑟 . 
证 设 { 人 Ja 为 一 切 包 食 五 的 闭 集 所 成 之 集 ， 


出 ER,, 
记 r= |]F.. 
下 证 严 一 瑟 : 


一 方面 ,五 显然 是 一 个 含 五 的 闭 集 . 即 
+ 8 。 


五 一 五， 
另 一 方面 ,对 Y Fl 为 闲 集 , 归 CF 由 五 全 六。 巧 得 五 


三 Fi ,但 FF!' 二 FCF, 闭 集 }， 
~ ECCF CF,. 


即 E=EUF CF UF,.= FF.. 
出 五 。 的 任意 性 知 EE 下. 
故 灰 一 互 . 


[2. 21] 如 果 闭 集 站 不 含 尾 何 开 区 间 , 则 4 必 是 琉 亢 集 ， 
证 ”由 于 于 集 4 不 售 任 笨 开 区 间 , 则 对 尾 -- 开 区 闻 (ke,B) ,有 
Co 门生， 

到 (a,B) 芭 少 有 一 点 司 于 客 和 4. 

人 己 自 于 A454 是 闭 集 ,所 以 4 一 4. 于 是 上 式 变 六 

(ay 有 ) 一 所 天 好 

_- Nir.6) 一 再 兴 倍 . 

故 几 梳 朗 集 的 定义 郑 ,4 是 朴 妆 集 . 

[2.22] 设 {tI} 为 R! 上 一 族 开 区 间 , 且 本 [7 关 允 . 则 之 天 
必 是 一 个 开 区 间 . 

证 令 G=227., 则 G 关 好 , 且 G 为 开 集 . 

如 洒 忆 不 是 一 个 开 区 间 , 则 GG 至 少 有 两 个 构成 区 间 {alyb)， 
{aao52). 由 侣 的 意义 可 知 ,存在 开 区 间 1 .了 ,使 

了 门 Cab ) 于 吉 ， fe 门 Caz 6a) 于 红 . 
由 于 无 空 GG 一 1,2) ,所 以 由 构成 区 间 的 意义 可 得 
了 CC- 《al zi， 了 < 一 CAs 上 
但 {fay80 站 Cas;52) 一 各 ,从 而 7 门 志 .一 他. 于 是 更 有 
二 [ 志 = g. 

这 与 题 设 相 矛 盾 , 痪 避 必 为 一 个 开 区 间 . 

[2. 23] 证 明 :ka,2) 不 订 能 表示 为 本数 个 两 两 不 相交 的 闭 集 

[2 S59* 


之 并 . 
证 用 反 证 法 . 


设 人 ce , 妨 一 之 1 太 - 其 中 和 F,} 为 两 两 不 交 的 闭 集 列 . 
《il 由 于 下 是 有 界 闭 集 : 所 以 
a = supFf) 后 Fi. 
而 下 壬 fay5), 鼓 5， 可取 加 ,使 有 所 外 之 6, 于 是 [ai; 机 ] 守 
《cs 而) 
《2 把 [及 中 第 一 个 与 Fe 加] 相 变 的 闭 集 记 为 五。 显然 ms 人 
1;: 且 Fay 后 ] 门 ,为 非 空 有 界 半 和 集 . 所 以 名 一 inf 克 [ai 加] 门 天 
,由 于 1 外} 两 本 不 交 而 dE Fb FF bs ats HB baa 
(车 Ps » MI :于 盾 ). 
取 [a :站 的 中 点 为 az 得 fcs ;5a 满足 
Ee es 2]， 
县 Da asa) —a) 2, 
而 且 [assbs NF R=1,2, 2) 
《iii? 出 理 , 记 1 中 第 一 个 与 [ao 相交 的 闭 集 为 显然 
na 因 [Las.5sj 门 让 ,为 非 空 家 界 团 集 , 所 以 
4 一 suptLasspta] NN Fo) EE FP,. 
出 于 6 生灵 ,而 (FF 两 两 不 相交 , 胡 4s 二 by. 取 as 与 名 的 中 点 为 
5 网 [Lcs 5s] 注 足 
[as | 一 [es se] 之 [as ;2 中 


让。 —— cs DP) — 弛 1 


且 bi — ds Se 一 7 3 < pk 

而 县 [easyza] 门下 .一 好 t= 工 ,2 
tiv) 重复 运用 土 述 方法 ,可 得 拷 区 间 列 {Eces 六]) 

满足 Les] 之 [es 2] 过 Lat | DD 

上 且 疡 一 a, A Ch 一 ay 人 


[eash NN F=f ). 
根据 闭 久 间 套 定理 可 知 , 存 在 唯一 点 
。 6O 。 


ro at IC ap 人 一 1:2，…). 
由 zz 所 Cas5) 知 {所 ,} 中 应 有 茜 一 个 闲 集 到 使 
zo F.. . 

于 是 ,根据 {[an.564j]} 形 成 过 程 , 必 有 有 茶 闭 区 间 [a ye j 门 fF。 一 谨 . 

因此 , 当 zo 拒 天: 几 有 在 [La 这 与 ra 属于 年 一 [ao ] 
相 了 矛盾 , 故 (Ca :20 不 可 能 表示 为 可 数 个 两 两 不 相交 的 闲 集 之 并 . 

[2. 243 ”证明 数 轴 上 一 切 无 理 点 所 成 的 集 了 为 Ce 型 集 . 

证 设 数 轴 上 的 有 理 数 集 为 马 , 则 外 ULUT7 一 RiI. 由 于 已 可 数 ， 
可 将 己 的 元 素 排 列 为 


Fieres "tran 
记 二 Ri 一 人 ri) (RE 一 1, 2 ,显然 {ri} 是 了 和 集 {单元 京 集 
为 闭 集 ,所 以 Gi 为 开 集 ， 


下 证 7~ 上 | G, 地 可 . 
事实 上 ;对 YY 天 和 TCR , 即 = 为 无 理 数 .有 
工本 人 迪 , 即 工 相 1re (一 12 
于 是 工 红 《下 一 112) 


IE 间 c,, 亦 即 I 于 G,. 


反之 ,对 Y x 二 cv, 有 
这 人 一 RI 一 (rr (k= 1,2,.). 
工本 fr.} 《二 一 1 2 这 说 明 上 不 是 有 理 点 ， 即 工 各 了 


因此 Ti G, 所 工 
Rl 


故 了 一 1G 而 每 个 G: 为 开 集 , 从 而 证 得 7 为 G; 型 集 . 
[2. 25] 证 明 : 可 数 个 Ge 型 集 的 交集 仍 为 co 型 集 . 
证 设 妥 ,是 世 ; 型 集 , 即 

* BG 


一 JT 4..; 其 中 A,, 是 开 集 . 


如 果 有 五 一 二 | 4,, 则 


巨 二 Ht 14,) — 14, 
多 到 可 表 为 可 数 个 开 集 的 交集 ， 故 吾 仍 为 G, 型 集 ， 
[2. 26] 康 托 闭 集 套 定理 );: 若 {Fi} 是 R" 中 的 非 空 有 界 闭 集 
列 ,县 Fi 过 Fir 一 1 ,2,-…27, 则 


[TP 


妈 至 少 存在 一 点 +E F.Ck 一 1,2,3,") ,或 xE LF.. 

证 车 在 tfF} 中 有 无 穷 儿 个 相同 的 集合 ;出 由 单调 性 可 知 , 存 
在 自然 数 此 o， 当 下 > 由 0 时 ,二 Fi. 此 时 

开 亚 = Fx. 

以 下 不 请 设 ii 是 Fi 的 真子 集 . 这 时 由 于 本 一 天 天 阿 : 可 

选取 
ThE Fi Pi {k= 112 ) ,> 

则 {zx} 是 R" 中 的 有 界 互 异 点 列 . 根据 波 尔 蹇 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 定 
理 可 知 ,3 xER" 及 {ze} 和 (zr:} 


使 得 Ti A， oo). 
于 是 ,sr0 3 全 0, 当 天 六 时 .有 
Prr sr) < EE. {1 
此 时 必 有 
工 扩 le. 


若 不 然 , 则 3 Fr 使 了 扫 瑟 ，. 十 于 下 ， Fi 一 43142,…); 从 而 当 怀 
> 不。 时 , 工 祝 所 C 业 一 址 0 十 1 41ko 十 2 “ 
"2 


因 诸 Fan 为 闭 集 ,所 以 当 max{N, 放 } 时 ,存在 sr0 使 


PCr Pee. 
对 YW EPFL 时 ,也 有 plz ,X07 之 ilk>max{N ,ko}) ,这 与 (1) 


式 相 和 开导， 


故 re lr,,wm ll Fs. 

[2. 27j 已 纵 基 一 平面 点 集 玉 ,已 知 此 集 的 所 有 相 异 的 请 点 
冶 的 距离 的 下 确 界 是 正 的 , 则 五 设 有 极限 点 . 

证 依 题 证 有 

d=inlfpt(r lr EE EyE ET yOECR. 

下 证 RR? 中 和 任 一 点 < 一 (ayas) 都 不 是 五 的 极限 点 .为 此 ,我 们 
证 明 在 今 域 Na,d/2) 中 这 宪 只 有 上 E 的 一 个 点 . 用 反 证 法 ; 若 有 两 
所 TYEE: 


TVE Niaad/2), 
由 有 PTAYI EE PFA) Pilary) < ar2 十 过 /2 一 过 ， 
县 try < A. 
这 与 d=inf liptzr yy |7TEE,yEEFE,rAy} 相 政 盾 . 

故 集 巨 的 任意 点 a 的 铝 域 NCasd/2) 中 至 密 含 有 的 一 个 
点 , 即 集 五 没有 极限 点 . 

{L2. 28] 试 证 下 面 三 条 是 等 价 的 : 

C1) mEE': 

《27 冬 在 点 列 1{x6} 福 玉 , 了 关 To CR 二 1,25 中) 使 x 一 zoj 

3) xo 的 任 一 邻 域 N(xro)( 不 一 定 雇 x 为 中 心中 必 售 有 五 
中 的 无 限 个 点 . 

证 《1)=(2) 设 了 zoEE', 则 由 全 点 定义 知 ,Y 人 0, 都 有 
ENCNCm 人 BD) 一 170)) 关 襄 . 即 和 NCro,5) 中 至 少 会 一 个 下 中 的 异 于 
To 的 点 ,于 是 我 们 可 坟 按 如 下 步骤 作出 点 列 {zx,}， 

先 在 入 (Cro;1) 中 慑 一 点 XEEE. 若 工 ， 已 经 取 好 , 则 令 3 一 


. 1 
min{ 二 ， | ro 一 了 | | ,在 邻 域 和 NCres 人 D+) 中 可 隔 Tr R13, 
的 右 3 站 


tT 
由 于 | 一 ol < 1 一 1.2.)。 
这 样 所 得 的 点 列 4zs} 显然 以 ae 为 极限 . 即 
一 Tb 
(2 一 (3) 设 有 点 列 {zo}jC 五 ,ro<tzofa 一 1,2.…) ,使 
Te 一 = if 一 ”oo 不 一 定 彼 此 不 同 )， 
这 时 1 中 必 有 充 限 多 项 彼此 不 同 . 网 若 {zo 只 由 有 限 煞 个 点 组 
成 , 必 有 一 个 点 ?在 其 中 重复 出 现 无 限 密 次 ,然而 一 ”xo1 所 以 
应 该 yy 二 xo， 这 与 +, 天 xo 相 和 政大 .因此 可 以 在 {zxz,} 中 取出 由 互 不 相 
同 的 点 组 成 的 子 列 1)}， 

设 NC(zo) 是 zo 的 任意 邻 域 .由 z 一 .Tol 一 coo), 所 氛 有 自 
然 数 &o 当下 盖 Eo 时 ,全 和 NCzo). 这 就 是 说 和 N(xzo) 中 有 巨 的 无 限 
多 个 点 fo yiyo tay 

《3 一 (1) 设 ro 的 邻 域 中 售 五 的 无 限 移 个 点 ,于 是 在 以 -zu 
为 中 心 的 邻 域 Ntizo; 人 中 当然 就 有 异 于 ze 的 属于 五 的 点 , 即 

EN NG) 一 {zr0)) 2 
页 zo 所 二 

[2. 29] 点 集 4 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 :4 中 和 任何 一 个 收 敦 点 
到 此 站 和 仇 于 4 中 的 一 点 . 

证 必要 性 设 和 4 为 闭 集 , 妇 A4' 叶 A. 取 任 一 收 敦 点 列 {x,} 
二 A oo0), 下 证 Xo 全 4. 

事实 上 , 若 xz 一 zo; 则 Xz: 

车 对 ,有 二 天 且 一 ”oa 一 oo 则 可 知 ro 是 4 的 
极限 点 ,于 是 

To A CAP xo EA. 

充分 性 ” 设 4 中 任何 一 个 收 误 点 列 必 收 训 于 和 4 中 一 点 .对 
VY XoEA' ,有 {zj 守 A,7w 一 ro: 但 由 很 设 oA 所 以 

4 二 4, 即 4 为 闭 集 . 

[2. 30] 若 吕 是 有 "中 的 非 空 点 集 , 则 G 为 开 集 的 充 要 条 件 
是 :对 六 工 世 EG 0, 合 NCr,5) 二 中. 

+ 64。 


证 必要 姓 车 GG 为 开 集 ,出 多 GG 为 闭 集 .于 是 5( 喇 C) 王 
军人 . 设 二 E 瑟 , 则 z 各 本 人 ,更 有 
工区 《GT ， 
有 即 工 不 是 汪 如 的 极限 点 . 故 33 52>0, 使 
Nir MN BO = Yi, 
从 而 Nd) CG. 

充分 性 若 YEcG gsB0: 使 mwfrolcSG. 则 mcCz ol)D 门 
人 一 烛 , 即 了 不 是 疡 CC 的 极限 点 .这 说 明 工 不 属于 SG, 就 一 定 不 
是 呈 避 的 极限 点 .换言之 , 窟 GG 的 极限 点 必 属 于 宕 避 . 也 就 是 说 

CE ,有 即 FG 是 闭 集 ， 

故 如 为 开 集 . 

L2. 31] 访 广 是 有 界 闭 集 六 上 的 一 一 对 应 连 继 映射 ,FE 是 XX 
的 任意 子 集 , 册 有 

-FT 五" ) 一 《FED)7 

证 由 于 匹 所 避 , 所 以 五 ' 空 于 ,而 区 为 闭 集 , 即 有 XX' 入 芭 , 因 

此 有 
五 CX. 

今 设 YY yyEEAE'D), 则 有 的 唯一 诛 象 x EE', 且 yy 二 tx). 由 
开拓 五" 知 宇 为 五 的 极限 点 . 据 极 限 点 的 定义 ,有 五 中 的 点 列 {fr。}， 
使 

一 

由 子 是 扎 的 一 一 对 应 的 连续 映 象 知 

Cr E fAE) 目 fOr) ~ fOr) 一 yz FF fr) 
这 说 明 fx) 是 AE) 的 极限 点 , 即 vyE CACEDD'. 

-- 五 CC (FCOEYY'. ‘1) 

反之 ;车 yECACE))', 则 yy 是 ACE) 的 极限 点 ,从 而 有 CE)} 
的 点 烈 1y,} ,使 

Ya YR a oO) ,Yh EY. 
注意 到 /CE) 守 /CX) ,而 fCX) 为 闭 集 , 所 以 有 
CED' GC CAR) 富生 
» 55 。 


YETCOHN Tm yr EFCECTSARIH yy. 
由 六 是 了 苹 上 的 一 一 对 应 的 连续 映 象 可 知 ,y. 的 原 象 xz.EE 且 收敛 
于 的 原 象 zt 毛 六 , 即 
Ta Tn 


这 说 明 x 工 是 下 的 极限 点 , 即 x 七 EE'. 


从 而 yO— rE AE’Y. 
[2 CE AE' DY, {2) 
综合 C1)、(2) 两 式 可 知 : 


OED) = Cf (OEYY'. 

[2. 32] 林 德 咯 夫 {lindelo 了 定理 》 

设 点 集 二 R'!,M 是 一 族 开 邻 域 , 它 完 全 枚 萝 下 , 则 在 JM 中 在 
在 至 案 可 数 个 开 贷 域 完全 盖 住 五 . 

证 设 有 KR 为 有 理 袁 全 居 : 六 rr 为 正 有 
理 数 全 体 . 由 题 设 知 ;对 ¥ -roE 五 ,有 开 邻 域 NCxosBe J), 使 -xo 
ENtrrd. ). 并 且 可 取 充 分 小 的 ce 汪 0, 使 

NCrose) SS NCrosS,). C1) 
再 由 有 理 数 集 的 稠密 性 ,可 取 &,EN (To,€)， 
使 Plxosk,) < Er 
进一步 可 选取 一 正 有 理 表 ”0, 使 
Pixork,) < rm < EAD. 
这 说 明 roE NCR,srm)- 下 面 证 明 
zo E NOR, sr) EN Cr ). C2) 
事实 上 ,对 V zz' EE 和 NOEsyrm) 有 
PT To < 站 《工大 十 oR To < rw Ej/2 


<2 -一 < 


x! EToys)。 
由 工 所 NCE,;yxm) 的 人 生意 性 知 
N(R rm) CE royE)， 


再 由 (17 即 得 52) 式 . 
和 石 乒 和 


“227 式 说 明 对 瓦 中 任意 的 点 ,人 恒 可 找到 以 有 理 点 为 中 心 , 以 正 
有 理 数 为 半径 的 邻 域 盖 住 该 点 . 而 一 切 以 有 理 点 为 中 心 * 以 正 有 理 
数 为 举 径 的 邻 域 所 成 的 集 是 可 数 集 ,因此 

{NCRar iI TE Ed nmr EE Nk,,r.)} 
是 至 多 可 数 集 .是 
EC DPN, ra). 

故 在 2 中 可 选取 至 儿 可 数 个 邻 域 ( 就 是 iM 中 形 如 NN (&, ,rm)》 
的 那些 邻 域 ? 完 全 盖 住 EE. 

注 波 雷 尔 有 限 杆 盖 定 理 是 林 德 略 夫 定理 的 { 当 扣 为 有 界 闭 
集 时 ?7 特例. - 

[2. 33] 用 康 托 闭 区 间 定 理 证 明 滤 尔 查 诺 - 维 尔 斯 特 拉 斯 定 
理 : 任 一 有 办 无限 点 集 吾 至 少 有 一 个 投了 上限 点 . 

证 由 于 天 有 界 , 所 以 有 闭 区 间 [a,&j 和 包 当 EE. 设 cc 一 C5/ 
则 在 [a,cj、Ee,6j 中 至 少 有 一 个 区 间 省 已 的 无 限 包 个 点 (否则 到 
将 是 有 限 集 ), 将 该 区 间 记 为 Fa ,5jC 著 [a,cj,[e,5] 都 合 玉 的 无 限 
密 点 ; 则 任 取 其 一 为 [a ,5b1]】). 

然后 , 令 =: 一 (ai 十 和 )72. 条 进 , 在 [sc],[c ;51] 中 至 心 有 一 - 
个 区 疝 洁 五 的 无 穷 和 多 个 点 , 记 这 个 合 瑟 的 无 限 儿 个 点 的 区 间 为 
[ass 52],** 

如 此 继续 下 去 ,得 到 一 列 闭 区 辣 {[a. ,6,]}， 

fa.8] SS Last SD [a,b 之 … 

且 具 有 如 下 性 质 : 

0) 每 个 La 了] 中 舍 有 五 的 无 眼 才 个 点 ; 

《ii Ba pa) 20 noo). 
所 以 [a.8; [ai 名 [ayb]. 构成 一 个 闭 区 闻 套 .由 康 托 闭 
区 疝 赛 定理 可 知 , 必 有 一 点 ro; 

To EE [Lab jn = 1,2.%), Ba, < ro A bh. 


再 由 lim《6, 一 4 一 lim 人 < 一 0, 得 


* 有 7 。 


lima。 一 limw, 一 ho. 

下 证 .ce 就 是 五 的 一 个 极限 点 .事实 上 ，, 取 包含 zo 的 任意 小 邻 
域 (a,B). 国力 对 Ya 有 

ear < Yo < 县 lm 名 — a.) CO 0. 
走 当 ;充分 太 时 , 必 有 
[art ] EE Ca, By). 

而 每 个 [ae 中 售 有 巨 中 无 限 窗 个 点, 因此 Ka,p) 中 会 五 的 无 限 
名 个 点 - 由 fe; 让 的 任意 性 知 xo 是 五 的 一 个 概 限 点 . 

[2. 34] 用 波 雷 尔 有 限 狼 盖 定 理 而 不 用 康 托 闭 区 间 套 定理 ， 
证 明 波 尔 查 诺 - 维 尔 斯 特 拉 斯 定理 ; 任 一 有 界 无 限 集 至 少 有 一 个 极 
限 点 . 

证 (“上 反 证 法 ) 先 将 有 限 杆 盖 定 理 叙 述 如 下 : 设 五 党 任 一 有 界 
闭 集 . 则 对 任 一 完全 杜 盖 五 前 开 邻 域 族 2B , 总 存在 有 限 个 开 邻 域 
Da 它们 完全 覆盖 正 ， 

现 设 五 为 有 界 无 限 集 , 若 五 一 儿 . 即 五 流 有 任何 极 眼 点 , 册 
五 一 断 宇 五. 所 以 五 是 闭 集 . 

男 一 方面 ,由 于 五 的 所 有 点 都 不 是 五 的 极限 点 :所 以 五 是 孤 
立 点 集 , 从 而 对 YY XEE,I3 GT 全 0 使 NC(T,60) 站 EE 二 {xz}( 即 NCr，, 
3.) 仪 瘟 住 天 中 的 一 个 点 x). 所 有 这 样 的 邻 域 形 成 一 族 开 邻 域 

St 一 Two I. Nr) 门 瓦 一 {xr}}. 

且 五 所 UVCzrd-)(Ber 完全 盖 住 五 )， 

故 由 波 雷 尔 有 限 覆 盖 定 理 可 知 ,存在 有 限 个 邻 域 NN Cx1 :8 )， 
NN Cr 人 DNCTn 使 


EC DNC,6.). 
:二 1 


于 是 EENZIN(z0.) = 2 ENNG,6.) 
一 《1 
印 五 是 有 限 点 集 , 与 五 为 无 限 集 了 矛盾 . 
这 说 明 天" 一 外 不 成 立 , 即 记 有 五 和 关 好 , 亦 即 有 界 无 限 点 集 殖 
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至 少 有 一 个 极限 点 - 
[2. 3$] 证 明 , 庞 理 数 全 位 不 能 表示 为 可 数 个 团 集 的 并 . 


证 ” 忆 ) 先 证 及 ' 不 能 表示 为 可 数 个 朴 朗 集 的 并 . 


(用 反 证 法 ) 设 R': 一 21Pu, 其 中 请 P。 为 歼 朗 集 .由 于 PP, 为 
朴 朗 集 ,在 任意 给 定 的 闭 区 间 [a:ojka<o) 中 必 存 在 闭 区 间 [ei， 
Blb maha)/2, 有 有 
[ao NM P= ggF. 
有 取 因 忆 ; 也 是 玉 廖 集 , 必 存在 闭 区 间 Las;#s 一 [aileij 
使 br dasha/2 Hlasts] 人 PP;= C. 
依 此 类 推 下 去 ,得 到 一 闭 区 间 列 ,满足 
fa.5j [ab] adj DD 
a 0 Cn 0), 
且 [a jd NN Pri=@ (= 1,2, ,mn). Cx) 
由 康 托 闭 区 头套 定理 ,存在 唯一 点 


xp EE Tia,.6.] Rt!. 
由 CC#) 知 ro 不 属于 任何 一 个 已 从 而 
To 上 > PP 一 及 :也 盾 . 


这 说 明 R' 关 2 P.. 
即 R! 不 能 表 为 可 数 个 疏 朗 集 之 并 . 
(ii) 证 明 本 题 结 论 ( 用 反 证 法 》. 
记 无 理 数 全 体 为 了 . 若 
了 一 少 )F,,FF, 为 闭 集 ， 


mo 


因子 是 无 理 点 集 , 所 以 下 (n 一 1,2,'，) 具 会 无 理 点 而 不 含有 理 点 . 
于 是 FF 不 会 任何 区 间 . 即 F， 为 玻 朗 集 . 而 已 知 有 理 数 集 口 亦 是 


玖 朗 集 , 故 
= BI9*" 


RI-QUI-QU [Dr.). 


nm 一 上 

这 样 一 来 ,R! 就 表示 为 可 数 个 朴 朗 集 之 并 . 与 人 4 的 结论 相 亏 盾 - 
吉 7 了 不 能 表示 为 可 数 个 闭 集 之 并 . 

[2.36] 设 ECR"b>0, 有 = {rp Cr BE) < :CU 
是 开 集 .(!21) 五 所 = 

证 ”和 完 证 (2). 大 YW 和 互 :Pr ) 一 cb 所 以 有 二 所 CT. 即 五 
cit, 

再 证 C51). 性 到 zo 总 下 ,有 

etn Ey) — inftplrory) |y E E}, 

由 下 确 界 性 质 可 知 , 习 y* EEE, 人 使 ptroyy") 过 5. 于 是 取 辣 一 一 
rory ”00y 作 邻 域 Co 他) 

现 证 表 和 Ntro,) 性 U. 事实 上 ,WY TE NCroy 宫 ,有 pCrrzn) 过 
8. 而 

PTsE} inf{totr yyEE}. 
Pry EP To 十 PC 
HF prory" 一直 
”TELA Nr dCL. 

页 了 中 性 一 点 -co 鬼 为 的 内 点 . 即 UU 为 开 集 ， 

[2. 37] 推广 的 隔离 性 定理 ) 设 下 ,、F; 为 R* 中 的 闭 集 ,有 
关门 下: 一 应 . 试 证 存在 开 集 G21 使 

《io CNG = (2) GF, .G:F,. 

证 由 于 下 门下 一 记 而 FF、 为 内 集 , 则 

时 XE EF; 司 pCroyyi}e pr Fi 0, 

YY yoE Fd TE RF 全 p iyo Ti) =p yi) m0, 


1 
取 rn) 一 忆 2Czoyrtzos 作 邻 域 NCrorvr tro)), 取 六 fo 一 
1 
总 2kyoF)， 作 邻 域 yorrtyo)) ,并 令 
Cn 一 3 NEAor tr CT 一 >) pa 
+ NE 


TD。 


显 航 心 上 一 1,2) 都 是 开 集 , 且 操 全 已 G 一 1.2). 下 证 Ga 站 Cs 一 全 . 
车 不 热 , 旭 有 点 xzEG 门 G3, 其 < 二 GG 一 1;2). 由 Gi 的 构 作 
可知, 习 x 下, 它 下 :使 得 
ZE Nror(tr oo) EzE Ny artyo)). 
不 芒 设 rzro32rgy oo ， 则 有 
KTC 二 
< 十 rr 


-2 . 二 PCzt ,Fey = poCzi ,天 


好 ProRFz< Pr ,于 慎 . 

鼓 右 / 门 上 Gz 二 记 , 即 Cs 为 所 求 开 集 . 

[2. 38] 设 xER",A4ASER", 则 xzEA 的 充 要 条 件 是 : 

Piz} ~ 0. 

证 ”必要 性 ” 设 xz 及 一 UA'. 车 rE.4, 则 显然 有 pry4) 
二 0; 若 工 剖 及, 则 必 有 EA', 于 是 育 在 点 列 1x.) 守 4 使 二 > 工 
《rr 一 co7 但 ,有 

Op(r ,A=inf{ptr ,yyEA} 
PCI Tn ). 
而 pt 一 0 有 即 一 工 ). 豆 
一。 
充分 性 ”车 ptx1A4) 一 0; 珊 对 YW s>>0, 有 
pr,A) 一 inffofczy yy 所 A}—~ 0 &. 

内 下 祷 界 定 久 可知, 了 3 y 蕊 A; 使 ptr,yy)<s. 即 yEN(Cr,s). 这 部 
证 得 ¥ se>0,4NNCr,E) 尖 3. 于 是 ,或 者 工 仁 有 ,这 时 zrEA; 或 者 
工 亿 有 ,这 时 六 有 XEA’', 亦 有 xEA. 

[2.39] 车 .yyER",A4 王 R", 刚 

PTA Pryy2 二 BC) 

证 由于 ly，4) 一 iftegyy*zyjzc A}, 内 下 禄 界 定义 知 , 对 

Y ED0, 刁 = 所 4 局 
并 十 二 
=。 T1 =。 


于 晨 PFA 一 if 人 OKL 2z)|zE A 
PCITrEI ET Tety: 2 
OCrsy oly 7 十 E。 
直 < 的 任意 性 可 知 
PITA pr yl 十 DUO) 
[2. 40] 证 明 p(A,B) 一 pCA,B)Y (A.BER’"). 
证 由 于 {fp(r)|rEAyEBIC {pr rEAyEDB}. 
所 以 有 PCA, 后) 一 inffPfry yrE AyEB} 
inf{fpCr,) rE A.yE BB}=0(A,B). 
即 HAA,B) P(A,B) 《了 3) 
舅 一 方面 ,出 
pAB) 一 inffpogzyy)lz 和 4y € B}. 
及 下 确 界 定义 ,对 Y 5>0, XE 有 ,ywEB, 使 
KZ》 pA BY 十 /3. 
而 内 工区 E 有 和 惹 , 导 XEEA, 和 后 pfFyr)<er3 由 了 会 百 知 ,本 vEB, 使 
tyry <TCe/3. 所 以 有 
ABI=inf{ptrsy) [rE AyEB} 
| 
ef3te/3+ pA Be/3 


=—pCA, Be. 
由 上 的 任意 性 知 
P(A,B) PCA,B). C2) 
综合 (1)7、 527 两 式 可 知 


PA,B) 一 eA,B). 

L2. 41] 直线 上 开 集 爹 体 所 成 的 案 具 有 连续 统 的 势 c. 

证 没 王 为 民 上 以 有 理 数 为 端点 的 开 区 间 的 全 体 , 则 王 为 
可 数 集 . 记 尺 (五 ?为 五 的 一 切 子 集 所 成 立 集 ,由 于 可 数 集 的 -一切 子 
集 岳 成 之 集 ,其 势 为 c, 故 RR(E) 具 有 连续 势 . 

而 每 个 开 区 闻 (a:6) 可 表示 为 一 列 有 理 开 区 间 之 并 .事实 上 ， 
只 要 取 两 个 有 理 数 列 !a) 12) 

和 了 空 二 


使 下 
且 ab Cn mo). 


即 知 有 (a6) = 7 Co po). 


记 R! 上 开 集 全 体 为 OG; 下 面 要 证 G 一 < 
由 于 每 个 开 区 和 间 0; rtgn0o< rr 十 eco) 都 是 开 集 .及 
{OT 二 ,所 以 


Cx (TT 
另 一 方面 ;对 每 个 开 集 GG; 由 于 


Go— 之 ! ka ,8 每 个 (es8) 为 有 理 开 区 间 , 作对 应 gp: 


人 一 2 orB) 一 KG) CoB) E ROEY Cn = 1,2,") 
n=l 


则 由 于 避 表 示 成 有 理 区 间 之 并 的 方法 并 不 唯一 .所 以 对 应 不 是 
一 一 对 应 . 因此 
CRO) LRT 一 <. 

综合 上 述 两 方面 ; 便 得 二:. 

[2.421] 设 和 A 是 R' 中 的 非 空 阅 集 ; 试 证 如 果 A 是 芍 朗 完备 
集 , 那 冬 4 的 全 和 何 两 个 余 区 间 至 少 夹 着 一 个 余 区 间 . 

证 如 图 2 一 2 所 示 , 设 Ca; 遍 )、tas,B3) 为 有 A 的 两 个 余 区 间 
( 电 于 有 A 为 于 县 完备 集 , 所 以 4 至 少 有 两 个 余 区 间 存 在 ) ;不妨 设 
Ee- 由 于 亿 治 完 备 集 证 育 弄 立 点 ,所 以 P= 不 可 能 成 立 ; 有 即 
有 记过 2z. 因 A 为 朴 朗 集 , 故 A 不 会 任意 小 的 开 区 间 ,; 从 而 在 开 区 


or! sa! 


图 2 一 2 


FH * 


间 (58 .os 中 ,存在 开 区 间 (5e' .8 SECB ae > 辣 2 之 ,使 
te ,By A= 
于 是 ,(i) 车 a EAP' 和 由 则 fa 8 ) 即 为 一 个 夹 在 (Ca 已 ) 
晤 CoryB27 之 间 的 A 的 余 区 间 . 得 证 ，. 
Ci) 若 a ,B' 中 至 少 有 一 个 属于 A4, 令 
a” 一 inf {a}, 2” = sup {8}. 


tar 由本 攻 = ta 一 所 
草 显 然 a 三 B*, 且 a 半 记 ,B77 芝 o. 因此 (a,B" }) 为 夹 在 (a ,AB,)、 
Cas; 记 各 的 一 个 开 区 间 . | 
下 证 te" ,8D 为 4 的 一 个 余 区 间 . 事实 上 ,由 a .8B* 的 定 关 可 
所 ,对 YW 工 E ta*, 户 "), 有 
工本 二。 
另外 我 们 有 a" EA, 若 不 然 , 则 a EA, 由 于 A 为 团 集 ,所 
以 A 为 开 集 ,因此 a" 是 杰 4 的 内 点 , 故 3 《ay 启 ) ,使 a EE Ca, 启 ) 
ca,B) 是 2 的 一 个 邻 域 , 其 中 ( 必 ,B) 生 WA). 即 人 az, 万 ) 门 4 一 应. 


南 上 “的 定 习 
六 ”一 inf or} 
tiesp 3 人 N= 
可 知 a' <B, (8, NAmZAELBA NA= GZ. 
从 而 Lea,B) U [BB JNMN A @. 
即 ap) 人 A= 


但 由 设 知 a ECr,B), 从 而 要 有 a' Eta,B8'), 这 与 "为 下 确 
界 相 六 盾 . 故 必 有 a* EA. 

同 理 可 证 8 所 A. 即 (a' ,8') 为 4 的 余 区 疗 . 

[2. 43] 试 将 点 集 [o,1] 表 示 为 c( 连 续 基 数 ) 个 无 共同 点 的 
完备 集 之 并 . 

证 ”本题 可 伐 助 铸 和 名 的 皮 亚 诺 曲线 得 到 解答 . 

假定 按照 希 尔 伯 特 的 方法 {参见 陈 建 功 t 实 函数 论 3 第 四 章 4， 
或 # 分 析 中 的 反例 3》 第 十 章 例 6) 已 经 得 到 一 个 从 [0,1j 到 正方 形 


[0,1]Xx[o,1] 上 的 连续 上 映 射 : 
jij 工 二 gt, 
AD 一 他 二 和 D<s xs 妇 1. 


-Fd* 


现 对 YW SEE [0,.1j; 令 EE 一 {9 一 , 则 达 : 非 空 ,是 
[0,1] = NE 

下 而 只 须 证 明 EE; 是 无 共同 点 的 完备 集 . 

Ki) 泊 6 了 时 ,有 Ec 站 Ee 一 久 . 

没有 6 门 Be 则 的 ti 一 有 pt 一 E .从 而 得 < 一 上 ,与 人 恨 
设 矛 盾 . 

C7 老 : 为 财 集 . 依 定 立 

一 人 Cr = £}. 

这 里 岂 弛 为 连续 函数 ,所 以 五 :为 闭 集 . 

{ili 五 : 为 自 审 集 . 只 需 证 ,对 Y ;全 玉 :， 有 有 

to EE CEr)'. 

事实 上 ,YY to 人 EE; 设 症 上 映射 之 下 ,局 的 油 是 忆 ,, 则 由 于 /是 连续 
映射 ,; 故 存在 一 个 递 三 的 闭 区 间 套 {T,} 以 zw 为 公共 点 ,相应 地 得 
到 一 个 递减 的 阅 正 方形 套 {&,} 以 Po 为 公共 点 . 

邻 在 每 一 个 正方 形 名 .中 选取 一 点 已 ,使 得 

PE FlEe) DP, PoP, ¥ Pantn FE 1m). 

那么 {PP,+ 是 互 不 相 司 的 点 询 , 且 收 化 于 P,, 于 是 在 相应 和 的 工 , 中 可 
求 得 上 满足 二 F:, 使 5 是 了 PP, 的 原 演 ,因此 i 收 合 于 而 ,从 而 io 
《Ee)' 《 即 z 是 EE 的 极限 点 ). 

由 捐 后 把 es 的 任意 性 可 得 EE 二 (E00' , 郑 玉 ;为 自 密 集 . 

综合 ti Qi) 可知 E; 是 自 密闭 集 , 即 Ke 是 完备 集 . 再 由 (i) 知 
{Ee|#€E 01 是 ec 个 无 公共 点 的 完备 集 . 且 Lo0,1] 是 它们 之 并 、. 

三 .与 函数 有 关 的 集合 

[2. 44]】 设 /Ctr) 是 R! 上 的 实 函 数 ， 

(13 xz 把 开业 了 映 为 开 集 , 问 了 上 是 否 连 续 ? 

(2) 连续 映射 是 否 一 定 把 开 集 映 汶 开 集 ? 

解 (1) 不 一 定 . 如 在 每 个 区 各 [n,n 十 1](nx 一 0, 十 1 ,十 2,-…) 


土 作 康 托 三 分 集 忆 ,; 和 日 令 GG 二 [xn 十 1] 一 也,， 


十 ce Foe 
一 有 
FPF= MP,,O— A) GC. 


mM 四 


则 后 为 一 个 开 集 . 又 设 忆 的 构成 区 间 集 为 
Te 
现在 Ri 上 定义 栈 数 
poy el -2 全 二 六 | J EE Cab sk = 12 
i 人， ZE 写 也 
则 A 在 R' 上 睦 开 集 为 开 集 ,但 不 连续 .事实 上 ,车 开 区 间 {a, 六 ) 
售 于 某 个 构成 区 加 (as, 训 ) 内 , 则 .Ar 就 映 (a8)? 为 开 区 间 
[is[[ 记 一 六 三 让 [7[ 计 一 站 三 起) 
车 开 区 间 te,B) 中 含有 PP 中 的 点 : 则 7) 就 映 Co, 站 为 RR'. 然而 了 
中 的 每 个 点 都 是 /CCz) 的 不 连续 点 . 
(2) 不 一 定 , 出 如 ,了 (x) 一 x* 在 R' 上 连续 ,但 上映 开 和 集 ( 一 1,1) 
为 Lo,1)-. 非 开 非 了 团 . 
[2, 45] 证 明 , 有 界 闭 集 下 上 的 连续 耳 数 rz 上 g 有 界 . 
证 《 友 证 法 ) 若 rz) 在 下 上 无 界 , 则 对 任意 自然 数 n(n 一 1， 
2 刁 工 , 扬 六 ,使 


i en. 

由 于 天 为 用 集 ,所 以 (ro 为 有 界 点 列 . 由 维尔 斯 特 拉 斯 定理 
可 知 , 存 在 子 列 zz 站 全 忆 .由 /在 卢 上 连续 知 /(z) 一 
了 Czo) 有 限 ( 一 02) ,但 由 的 作法 又 可 得 

fr) rt on 一 cc) 

这 一 子 芋 说 明 f(r) 在 下 上 有 界 . 

[2. 46] 设 Ar 是 五 一 民 : 上 的 实 值 连续 函数 , 刚 对 任意 常 
数 4a, 有 ELAC7) 之 2j、EL/Cz) 之 a 为 开 集 . (其 中 EL (tx) >a] 二 
TEEIF Ta, EL/ (Cr) Lal= {rE EI Ya)) 

证 若 ELACrD>aj 一 二, 则 当然 为 于 集 . 不 妨 设 

EL/(r) a. 
对 XoE ELACT)>aj]1 有 人 EE 一 o0; 十 00), 且 (roa. 因 fx) 
在 (一 co 十 ce) 上 连续 ,所 以 rr) 在 ze 处 连续 . 
as TB * 


根据 连 总 函数 的 保 号 性 知 ,3 xz 的 一 个 令 域 (Cro,3) 使 对 

ENCrosB), 恒 有 
Fr a Bp 7 €E ELfCr) ma] 
由 IzENCros 人 人) 的 任意 性 知 ,N (Cro 了 ) 守 EL[/(ry>al. 

中 oo。 为 二 [了 CT)2>a] 的 内 点 . 

再 由 > 的 任意 性 可 知 ,EELACr)2>aj 为 开 集 . 

同 理 可 证 ,ERECT) 之 #4j 亦 为 开 集 . 

[2.47j 设 /(r) 为 R! 上 的 连续 函数 , 则 对 YY aE Ri， 
ELFACrTa .EEACr) 寺 a 为 闭 集 {一 RR'). 

证 先 证 LA(zT)22a jj] 是 闭 集 . 设 re 是 五 Lrc 的 一 个 
极限 点 ; 划 ELD 这 aj 中 有 点 列 {x.} ,使 

Ts Totn — oo), 

由 所 ELACT} 守 qj 敌 fz,2 守 a. 了 玉 由 tx} 的 连续 性 其 极限 

不 等 性 可 得 
/txo) = lim f(z.) a. 

+ -to EE 五 [rr) a]. 

即 CELFACT) a])' 和 和 ELA) Sa]. 

故 启 [ 六 (x) 池 a 为 闭 集 . 

同 理 可 证 互 LFCz)ssa] 为 闭 集 . 

[2. 48] 设 区 间 五 一 [a.5 上 的 画 数 rr 具有 如 下 性 质 :Y a 
ER', 有 玖 Lor)Pe 肌 五 Lo<se] 都 是 闭 集 , 瑟 证 f(x) 是 连续 
卫 数 ， 

证 法 一 设 f(z) 在 某 点 所 [a8 处 不 连续 , 则 3 s6 汪 0 及 
{zx} 三 巨 ; 使 

Ee 
即 有 fT) 2P ro 十 色 或 rz (x) — Eo. 
因此 ,.{tzo} 中 有 无 穷 客 个 使 (I,) 六 (ro) 十 6o 或 CD) < 
ro 一 后 成 立 . 
车 fz) 这 TO) 十 60o;y 则 令 aa 一 Croy 二 ee, 这 时 有 
+ TT 


xz, E EL/Cz) al. 
由 于 一 mm， 则 .ro 应 属于 闭 集 EL[A(xr) 守 aj, 即 有 
fea 二 fr) 十 &y. 这 蚌 不 可 能 的 . 敦 必 有 (x) 在 YY roE [a,b] 
处 连续 . 亦 即 rr 为 La 上 的 连续 郴 数 . 
证 法 二 设 五 LArr7 关 ca 及 到 Lez)Sa] 是 闭 集 . 则 
EFCry<aj 和 ELACz)>aj 是 开 集 . 所 以 对 YW zoEE 及 Ye D， 
ELA Fr te EL Cr) (ro) ee] 
一 二 eT 过 f(ro) 十 ej 是 开 集 . 
但 显然 有 /Ar 一 ec /rfiro) te. 
re 一 GG 邮 .zo 是 GG 的 
内 点 ,于 是 3 82~0, 使 
N(xroesd) GE CG. 
于 是 ,对 Y em>0 习 90, 当 1z 一 rol<<8 时 ,有 
fr er rt eR /ry 一 Aro|l <e. 
故 Ar 在 ro 处 连续 ,由 oo 和 五 的 任意 性 得 ,rez) 为 
二 一 [Lab ] 上 的 连 针 旺 数 . 
[2.49] 证 rz 和 站 Ntro,8) 荆 有 定义 , 令 
wTo) 一 limsupt {fr 一 Cr rr NCOro,d)}, 
称 wkzo) 为 /Cr) 在 zo 的 振 旺 ， 
车 局 是 R* 中 的 开 集 , 且 f(T) 定义 相信 上 ;, 则 对 ¥ ftER', 点 集 
十 二 1TEG|woCtr) 二-t} 是 开 集 . 
证 令 EE 二 {Fr 一 rTr rEN(CGr;8)},; 则 有 
wlTo) 一 lim sup 起 . 
不 妨 设 五 尖 耗 . 对 Y mmEE 好 . 因 mCzo<t 则 由 (xzo) 的 定义 
知 
Fo 一 lim supE < i. 
由 极限 的 保 号 性 及 个 为 开 和 集 知 ,了 gm 盖 0 使 
N(xXord0) CO, 
suptlfCr AOD a EE Nero i 《1》 
中 ?78 . 


了 ENtrer60) 可 以 选 联 必 ; > OC 他 < 有 一 CO) 
使 得 AKC) CE CroyGo)。 
让 (t)? 式 知 , 当 然 更 有 
SuUD{j Fr 一 了 (rr x EE Nr,d)} < 
紫 即 六 wtzxz}<t. 由 工 忆 NCros50) 的 任意 性 知 ,N Cro,50) 世 
末 . 这 说 明 在 中 的 点 都 是 内 点 : 故 五 是 开 集 . 
[2.50]」] 设 f(x) 是 定义 在 ECR" 二 的 连续 隙 数 , 对 VY ER!， 
令 五 一 1zE 歼 Fr , 刚 存 在 开 焦 局 它 R" ,使 EE=ENMmG. 
证 ”对 Y EB 则 f(xo) 半 2 由 于 (x) 为 连续 现 数 ,所 所 由 
连 锭 国 数 的 保 号 性 乞 , 了 30 一 0: 秆 对 Y XEENNCGr:) 时 ;有 
fxX)>t. 再 由 工 毛 玉 门 N (zo16,,) 的 任意 性 知 
£ 门 《os = 五 ,， {1) 
《TI 对 一 要 <o 己 五 成 立 . 
令 G 一 如 NGz,a) ,此 为 任意 多 个 开 集 的 和 ,所 以 G; 仍 为 开 
集 , 目 显 扒 局 一 已 ,所 以 有 
ENG DE,. (C2) 


而 对 每 个 Uri6.) 来 说 ,由 (C1) 式 知 
ENMNCTS) CCE,. 


从 而 ENM({(DONGS0))— ENGCSE,. £3) 
四 J 
综合 (2)、(3) 两 式 可 得 
ES=ENMG.. 
[2.511 试 证 R' 上 任何 函数 /Cr) 的 不 连续 点 所 成 之 集 恒 可 
表示 成 可 数 个 闭 集 的 并 . 


证 《iy 设 wz 为 rr) 在 点 土 处 的 振幅 , 即 
Wx) lim SuUP{t ACE 一 fr) Nir 4" EE Nr,0)}, 
我 们 来 证 有 明 对 ¥Y se 汪 0,EE 一 {zlwtr) 这 8} 为 所 集 . 
事实 上 , 设 Y xto 忆 《Eo)', 则 由 极限 点 定义 可 知 , 在 x 的 任意 
邻 域 NC(zo) 内 总 有 EE 的 点 ,如 总 有 wlzr) 守 Ee 盘点 , 故 / (x) 在 
- ?9 和 


ntxzro) 上 的 振幅 不 小 于 <, 由 于 邻 域 六 CCzo) 的 任意 性 , 则 ok 人 ro) 汪 8. 
即 世上 有 即 二 为 闭 集 . 
《ii 对 任意 直 然 数 呈 ,证 


一 位 |aczr) 蒂 1/n}; 令 怀 二 SDE., 


下 证 老 就 是 zz) 的 全 体 不 连续 点 所 成 之 集 . 事实 上 ， 设 七 到 ,出 
上 必 有 基 志 ,人 司 x 世上 ,于 是 
wT) 2 an. 
所 以 工 是 -xz 的 不 连续 点 . 
友之 ,如果 工 荐 -zl) 的 不 连续 点 , 则 mr)0 ,从 而 存在 充分 
大 的 自然 数 ,使 
wx) Ta > 0, 
即 EE 从 而 了 EE. 故 玉 就 是 /x} 的 全 体 不 连续 点 所 成 之 集 . 注 
意外 4 所 证 知 . 诸 五 , 都 是 闭 集 , 因 此 五 就 是 可 数 密 个 闭 集 的 并 . 
L2.52] 起 和 否 有 [0,1] 上 的 一 个 函数 , 它 在 每 个 有 理 点 不 连 
续 , 而 在 每 个 无 理 点 连续 . 
证 是 存在 这 样 的 函数 . 如 在 [0,11f 定 义 葡 最 函数 . 
1/g; 当 XE (0,1] 且 之 = pp/qgrpv9 互 质 ,gq > 0. 
ACry fo TE C0,11] 且 x 为 无理 数 . 
1; 当 = 00, 
先 证 rz 在 任何 有 理 点 不 连续 .事实 上 ,对 Y 86>0, 由 实数 的 
秽 窗 性 ,对 任意 的 有 理 数 ro 一 上 jg 和 (0, 1 闪存 在 着 无 理 数 了, 使 
] 工 一 zol < 少 . 但 是 


[fC 一 reroy| = E 一 


故 /zz) 在 任 一 有 理 点 处 不 连续 . 
萌 证 A(x) 在 任 一 无 理 点 处 连续 . 设 r 为 (0.1) 中 任 一 无 理 
点 . 由 于 C7 一 zo) 一 1 上 ry 一 01 一 |FCry4, 航 愉 有 频 证 明 , 对 
¥ srD, 习 GD 当 |1z 一 -roll< 人 时 ,Force 妈 可 . 
ti) 当 为 无 理 点 时 1 上 Cr 二 0 之 e, 结 论 威 立 ; 
BO 


li = 
| 5 1/29. 


(iiy 当 二 为 有 理 点 时 ,对 Y em0, 取 二 天 e, 即 ml1/e 则 由 于 


只 有 有 限 个 自然 数 使 
gq 所 二 < n, 


从 而 只 有 有 限 名 个 有 理 数 pra 使 
Ifep/a}| = |1/g9l = 1/g9 蒂 E. 

因此 存在 点 zo 的 一 个 邻 域 Ni7ro,5) ,使 在 该 分 域 内 不 合 有 使 
CPA9) 字 6 的 有 理 点 . 序 在 该 邻 域内 全 是 使 fp/g) ce 的 点 . 故 当 
工 红 rtxo:G) 时 ,总 有 |.7 关 zz1< <e. 

千 合 人 Iti 知 :Cr 在 ro 处 连续 .由 ro 的 任意 性 可 得 rr》 
在 任 一 无 理 点 人 连续 . 

[2. s3] 是 否 有 [0,1] 上 的 如 下 函数 , 它 在 每 个 有 理 点 连续 ， 
而 在 每 个 无 理 点 未 连续 . 

证 不 叮 能 有 这 样 的 逊 数 . ( 反 证 法 ) 

设 在 [0,1] 上 有 满足 条 人 忻 的 函数 Ar). 将 [0,1] 中 的 有 理 点 记 
汶 sas 下 作 一 闭 诡 间 套 ;首先 在 [90,1] 中 任 取 一 个 异 
于 ni 的 有 理 点 记 为 rr frr 天门) 因为 fr) 在 ri 处 连续 ,所 以 对 
0 人 >0, 使 当 二 Err 人) 时 ,有 

[Fz 一 Cr yi < El. 

《 当 xr? 为 端点 时 ,只 讨论 单 侧 连续 性 ,下 同 ) 

更 取 阅 二 ,全 

T= [Er O27 + oI EN 人 )， 
和 且 使 让 态 了 | < 1/2. 
显然 当世 Ti 时 ;有 
[Cr 一 -Cr | < a 

其 次 ,在 症 中 任 取 愉 于 .vr? 和 rs 的 有 理 点 +? , 念 上 面 的 方 

法 作 闭 区 间 
Ti = ri — ds/2,. ri 十 Gar2zjc 太 ， 
上 则 使 亲人、 六 在 75C 当 然 站 外 Ta ,11|<Z1/2. 显然 当 ET; 时 ,有 
» Bl* 


IF) 一 rz | < 人 (EE; < £1). 
依次 作 下 去 ;得 到 一 个 闭 区 向 赛 


TLD 


有 具有 如 下 性 质 ， 

Cy [|i 
Ci ro Fr A RE) 
Ci) Tl 2 
《iv) 当世 时 ,有 

i 中 0 
由 财 芭 疝 套 定理 知 , 存 在 唯一 的 点 

zo € Tz, 


且 对 YW 证 :有 | 70 一 rr | 之 6( 因 zi 全 了 1.), 因此 对 VY se 汪 0, 取 充 
分 大 的 nm: 使 ze<e 则 当 .ET 时 ,有 
] FT 了 3? 一 za 三 1Cr7 一 rr 十 Er 一 了 Cn 
DE LE, 
所 以 在 -ro 处 连续 . 由 假设 /rr 在 L0, 1 上 的 每 个 有 理 点 连 
续 : 在 每 个 无 理 点 不 连续 , 故 ro 应 为 1L0,1] 中 的 有 理 点 , 设 为 r 一 -ro- 


二 是 », eT 


即 属于 短 个 了,. 
但 由 雹 的 构造 的 性 质 习 知 , 当 nno 时 ,应 有 


r-， 志 了 忆 ,更 有 rm 可 ||[I. 


了 矛盾. 
这 一 政 盾 说 明 在 L0,1] 上 不 能 定义 一 个 在 每 个 有 理 点 连续 而 在 每 
个 无 理 点 不 连续 的 函数 、 


* 2 


第 三 章 测度 理论 
内 容 提 要 


人 E 定 兴 3.1] 实 n 维 空间 R* 中 的 点 集 
T= {r= Cnn Ti) la Tr b= 1 db, € Ri} 
称 光 RR" 中 的 一 个 开 区 间 ( 开 方 体 、 开 短 体 }; 
T= {r= rer) a Ts 
E Rnd, €E Ri} 

称 为 R" 中 的 所 区 间 ; 而 当 这 里 的 备 不 等 式 鞋 作 有 一 个 "< 天? 成 立 ， 
但 又 不 全 是 "一 ”时 ,. 称 之 为 非 开 非 闭 区 间 ， 

姻 维 开 区 闻 了 的 体积 定 避 为 


站 


a TT{cs 一 Ga 一 人 一 ab 一 as (6 — a,), 
上 


注 1° 特别, 当 m 一 1 时 ,| 一 6 一 a 农 示 实 轴 上 区 间 的 长 度 ; 
当 = 一 2 时 ,171 表 示 平 面目 形 区 域 的 面积 ; 当 = 一 3 时 ,j71 则 表示 
三 维 欧 空 简 及 : 中 长 方 体 区 域 的 体积 . 

2” 长 度 .面积 .体积 都 是 对 区 间 ( 区 域 ) 的 调 量 结果 ,可 统称 为 
“测度 ”只 要 我 们 有 足够 而 适用 的 “测量 ”工具 ,; 便 可 以 给 R” 中 相 
当 广 泛 的 一 类 焦 合 (不 止 是 区 间 }) 赋 也 “测度 ”, 这样 的 集 燃 便 是 可 
测 集 类 .本章 内 容 是 建立 测度 理论 ， 

[ 定 光 3.23] 设 集 五 所 民 " .17 是 一 列 开 区 间 , 且 


EC 2,, 


| 
则 称 { 亏 } 为 吾 的 一 个 开 覆 盖 , 而 称 
"上 会 inf{ 全 ;| 志 1HL 是 互 的 开 醒 盖 】} 
rl! 


3" 


为 点 集 玉 的 蔓 贝 格外 测度 . 简称 外 测度 . 
[定理 3.1] 外 测度 的 基本 性 质 : 
(17 非 负 性 ;YY ER" ,mm E00 有 vi’ Y=0. 
2) 单调 性 :车 4 到 局, 则 zm " Am ' BB. 
3) 深 可 加 性 : 
me" | S$ 4) Dm A,. 
4) 距离 可 加 性 ;车 cf4 :五 ) 0D, 则 
rz (十 了 7) 一 到 "十 ma 五. 


52 平移 不 变性 : 设 ECR",xo 苇 R", 令 
二 + {ro} 一 {TT 二 Tole E 五 }， 


册 Pa 《五 十 Ir})} 一 25” 五. 
注 1 若 五 的 年 一 开 材 盖 { 人 天)} 均 有 
DIT 二 十 co， 


则 天" 无 一 十 co 否则 天" 忆 < 十 co. 例如 

在 有 :中 匹 一 [0, 十 com 五 一 十 co 

在 R* 中 EE={Cr 3DT1DSTS1ys0D) 五 一 十 ce。 

2°” R” 中 任意 集合 无 的 外 测度 总 是 存在 的 ( 非 负 有 限 值 或 为 
十 cc) 由 此 可 知 , 外 测度 是 定义 于 绍 (R” (由 R* 的 一 切 子 集 所 构 
成 的 集 类 ) 上 的 一 个 集 孙 数 : 


BRR) [0, + co) U {+ oo). 
3° 由 za 已 一 in 夺 之 y17.11{7,} 为 忆 的 开春 盖 ) 及 下 确 界 的 定 
叉 知 : 
C1) 对 于 下 的 人 尾 一 并 和 覆盖 {I,; 都 有 
nt EF < Sl; 
(i) e013 沁 的 一 个 开 覆 盖 {17T.} ,使 
= S84» 


D717 | <im'Eie. 

这 两 条 在 证 明 i 问题 时 常常 用 到 ， 必须 注意 . 

4” 外 测度 的 性 质 (1) 一 3) 是 本 质 的 ,用 这 三 条 作 公 理 可 定义 
如 下 推广 本 的 "外 测度 ”概念 : 

设 革 非 空 ,x' 是 定 尺 于 .者 5 人) 上 的 一 个 到 广 交 实 什 的 集 画 
数 , 且 满足 : 

Ci pe EO(ESCXI,A pC =0; 

Ci 设 五 ,五 ; 宇 瑟 ,车 EEs; 则 Ep BE,; 


GD po (OIE) EE, (ECR,n—1,2,.). 
4 二 1 "TT 
则 称 e" 是 和 上 的 一 个 外 调度 . 


[ 定 凡 3.3j (1) 设 开 二 R 7 为 开 区 间 :, 瑟 拓 了 :而 1 是 一 串 
开 区 曾 , 且 


I—- ECDL,MmI— SE, 
"=1 "+=1 


则 称 mi .区 会 sup { 17 IT ?为 五 的 内 测度 ， 
显然 有 


m- Esup {lll ZT } 1minf (2 7.1) 
=|T|—m* (7 了 一 五 )， 

《2) 如 果 集 (和 宇 R"Y 满 是;a* 的 二 天 五, 则 称 五 为 勒 贝 格 可 

测 集 . 而 称 
mE mFE~mn.E 

为 五 的 勒 贝 格 测 度 , 简 称 为 测度 . 

注 1°Y ECR’ mm. Em’E. 

2” 内 测度 具有 非 负 性 .单调 性 .上 距离 可 加 性 和 平移 不 变性 ,而 
次 可 加 性 应 为 ;车 48 二 放 , 则 

《十 BY 二 mB. 
» B55» 


[ 定 3.4j] :得 见 格 可 测 集 的 基本 定义 } 设 于 R", 若 ¥ 了 7 所 
R", 有 
7 一 1 EYE)., 攻关 
则 称 为 勤 贝 拘 可 调集 . 简称 为 4 可 调集 ,其 中 了 了 称 为 试验 集 . 
当 瑟 为 7) 可 测 集 时 , 称 和 着: 云 值 为 五 的 (7) 测 麻 , 记 为 
mE am’E. 
注 ”1° 今后 我 们 以 定 闪 3.4 作为 可 测 集 的 基本 定义 ,可 测 集 
的 各 种 等 价 条 件 将 在 后 面 的 题解 中 给 出 . 
2” 与 外 测度 不 同 的 是 ,并 非 任 一 和 集 EC 竺 R") 都 可 测 . 不 可 调 
集 的 例子 见 郑 维 行 、 王 声望 t 实 迹 函 数 与 泛 函 分 析 概 要 》c 上 上) 第 46 
一 48 页 ， 可 测 集 的 全 往 称 为 可 测 集 类 ， 简 记 为 ma. 可 以 证 明 ， 
mm 与 .到 CR 的 势 是 相同 的 .由 此 可 见 , 可 测 集 是 “相当 密 ” 的 . 
3 当 瑟 可 测 时 ,有 (5x) 式 成 立 , 而 在 一 般 情 形 下 ,只 有 (有 旦 总 
有 》， 
mm” CTY) Em TE + mm’ (TE EY). 
此 式 由 外 测 度 的 次 可 可 性 .单调 性 扩 关 系 涉 
了 TE + COE) 
立即 可 得 . 故 由 定义 3.4 证 明和 集 玉 可 测 的 美 键 是 :Y TCR" ,有 
mT mm CTE) + on (CTEEY. 
[定义 3.5] (1) 调 FFi,Fis…… ,所 ,是 一 列 闭 集 , 则 称 
Fo DF, 
为 FF 型 集 ( 即 称 闭 和 集 列 的 可 列 并 为 下 ,型 集 }. 
C2) 设 CC 为 一 列 开 集 , 则 称 
c= 工 Tc. 
为 Gs 型 集 ( 妈 Ga 型 此 是 开 集 列 的 可 列 交 ). 
43) 几 属 可 以 从 开 集 出 发 ,用 取 余 集 , 取 有 限 或 可 数 个 集合 的 
并 集 或 交集 等 方法 而 得 到 的 集合 .统称 为 Borel 集 或 B- 可 测 集 . 
注 由 定 久 可知 ,和 开 集 、 闭 集 ,f. 型 集 及 G， 型 集 都 是 Borel 
二 6 + 


集 ;F。 型 集 椒 一 定 是 也 集 ,Ge 开 集 不 一 定 是 开 集 ， 
[定理 3.2] 可 测 集 的 基本 性 和 质 : 
(1> 非 负 性 :Y 可 测 集 瑟瑟 汪 D 且 和 
二 0. 
(2) 单调 手 ; 车 4.58 都 可 测 且 A 守 B， 
mimnB. 


《3) 次 可 加 性 :如 图 3 一 1 所 示 , 苦 五， 


可 测 CG 一 1,2,…) , 则 7 可 漠 , 且 


ml SR) 之 ,mm 五 ,. 
特别 , 当 4.B 都 可 测 时 合 有 A 二 B 可 测 , 且 
mA 二 BmAdt+ mB. 
(4) 完全 可 加 性 : 设 五 可 测 上 一 1 2 有 且 百 五 ,一 末 红 光 门 ， 
Bu 


mm 


ml jE,} = DmnE,.. 
:二 1 "i 

*5) 平 称 木 变性 : 若 慷 可 测 ， To 所 RR",， 刚玉 十 {rol 一 

{7 十 To } 亦 可 测 ,县 
mt 二 {ry = mE. 

注 显而易见 ,可 测 集 的 可 可 性 纪 外 测度 要 和 良好 得 老 ,其 它 性 
质 与 外 油 度 相同 . 正 是 距离 可 加 性 改进 为 完全 可 却 性 ,给 我 们 带 来 
了 很 大 方便 . 

[定理 3. 3] 可 调集 的 运算 性 质 

《1) 空 集 总 可 测 , 自 wf 一 人 0. 

《27 若 玉 可 测 , 则 各 到 可 测 . 

《3) 若 匹 、 五 : 可 漂 , 则 天 ,十 五 : :五 五. 石 , 一 五 。 丝 可 测 . 且 当 
时 有 二 Ey) 一 和 下 十 JJ 此 2 当 二 全 五 时 有 
mE OE = En EE,. 
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4) 若 {E.} 为 递增 可 测 集 列 ,E. 生 End 二 1:2,-…), 则 
wave lis] = "Be 

著 ! 歼 .} 鸭 递减 可 测 集 列 ,五 .之 五 in 一 1:2，…)， 

imE,| 一 "| Te 


[定理 3.4] 可 测 集 的 构造 性 质 
《1) R" 中 的 区 间 ( 开 的 、 闭 的 或 非 开 非 团 的 ) 是 可 测 的 , 且 有 
7 一 | 了 | = | 了 |. 
于 是 结合 可 测 集 的 性 质 可 知 :R” 中 任 一 开 集 避 或 任 一 闭 集 中 此 
为 可 测 集 . 进而 ,一切 Borel 集 都 可 测 . 
《2) 车 互 可 测 , 则 对 Y e>0, 3 开 集 G 之 五 与 闭 集 于 EE ,使 
mt 一 mE nCG— Ee, 
mE mr 一 mE 大) < Ee. 
《33 车 世 可 测 , 刚 3 Gs 型 集 jf, 型 集 下 及 零 测 集 Z; 和 Z;， 
使 


抽 limmE, = ?7? 


= 一 7 = 不 二 Zs. 
“至 此 ,可 测 集 的 构造 就 很 清楚 了 ) 
C4) 若 于 R"(E 不 一 定 可 测 ), 则 3 G3 型 集 天 全 瑟 , 使 
mH pz ”下 
称 五 为 巨 的 等 测 包 . 

5》 对 R 中 任 一 和 集 列 (不 一 定 可 测 ) {1E,}， 车 万 . 拓 五 ,1 

Cn 一 1,2,…*), 则 有 有 
limn “五 一 了 lim E.) ， 

注 由 本 定理 可 知 , 可 测 集 类 包含 Borel 集 娄 ,而 任 一 可 测 集 
的 可 表 为 一 Borel 集 与 一 零 济 集 之 并 (或 差 ), 但 又 确实 存在 非 
Borel 集 的 可 浏 集 . 

[ 定 尖 3.6] 设 及 .BB 是 二 点 集 , 珊 定义 A 与 BB 的 直 积 汐 

AXBea {ryt A,yE BB}. 


+ ， 


设 ECR*XR',xoE Rr*, 则 定义 超 平 面 x 一 xo 截 王 之 载 口 为 
E, A {yly EE RH(tlry) €E El. 
如 :一 1 一 2, 瓦 一 人 rz | | 二 | 妇 1,y 有 11z1 生 1) 当 o 一 站 
时 有 
Eo= {yz)lly| SS1.C0ys) EE}. 
注 EF, 守 R'; 超 平面 {zf 一 +6) 和 Rr*. 
[ 定 光 3.7] 设 x(tp) 蚌 关于 点 EE 的 命题 ,着 ] NE,mN 
二 0, 使 ztP) 在 EE 一 N 上 于 处 处 成 立 . 则 称 x(tp) 在 玉 上 几乎 姓 处 成 
开 ; 记 为 
“xtpya.e 于 Emp)p. 六. 于 E", 
[定理 3.5] 车 4 和 如 分 别 是 R? 和 RR? 中 的 可 测 集 , 则 蕊 一 
XB 是 R*XR* 中 的 可 测 集 ,和 且 
me mA mB. 
[定理 3.6] (1) 车 ECSR*XR' 为 零 测 集 , 则 
mE, 一 日 a.e Ritr €e Rr), 
《2) 车 RXR 为 可 测 集 ,网 
五 , 可 测 a.e 于 Ri. 


附 录 


[上 、 下 确 界 前 定义 |; 

设 下 呈 R' ,车 3 8 Ri 使 得 

《1 YY yx 和 下 < 月 

C2) YY APF XEE: ra, Rp 

¥Y e003 rEE:7 Be, 
则 称 户 油 数 集 天 将 上 确 界 , 记 为 
= supE. 

涝 习 % 后 民 ! ,使 得 

CY Yr 

C2 Aad rE 

=- 9。 


Yeo0I rer ae 十 Ey 则 称 & 为 数 和 集 巨 的 下 确 界 ， 
记 为 
a = intE. 


问题 解答 


一 ,回答 疝 题 并 说 了 朋 理 由 

13. 让 设 关 "五 一 站 ,能 否 断 定 五 可 测 ? 能 否 断 定 匡 的 任 一 子 
集 琵 测 ? 

解 ”者 能 断定 .我 们 给 出 如 于 命题 : 

车 天 "五 一 D, 则 

(EE 可 测 , 且 mE=0; 

(1) 到 的 尾 一 子 集 Et 宗 多) 本 测 , 且 rE 一 0.+ 以 后 我 们 将 测 
度 为 零 的 集合 称 为 堆 测 集 }. 证 明 如 下 : 

Ki 由 Da 五 生 yri 五 一 癌 , 有 

mE 二 0. 

所 区 五 可 调 , 甩 和 如 一 五 王 吕 . 

另 证 设 荆 为 任 一 集 , 划 由 本 ECE 得 

7 《三 3 < 一作， 


a mm" TE = 0, 
而 由 了 区 后 所 了 得 加 17 下 J< TT， 
于 是 mm CTEIm' CT EEY. 


识 由 可 测 集 的 定 文 {定义 3.42 徊 五 可 调 , 且 
1 五 mES=0. 
(ii 由 不 :SE 志和 得 
Om En =0, 
mm" EG= 人 1 
邦 由 (得 Ei 可 测 , 且 和 m 瑟 :一 0 
9O -。 


[3. 2] 有 限 点 集 和 可 列 点 集 是 否 可 调 ? 
解 ”是 可 测 的 .因为 至 密 可 数 集 (有 限 集 或 可 列 雹 限 集 ) 是 零 
测 集 .事实 上 , 若 匹 为 有 限 集 ， 
ET 
出 只 0; 习 开 区 和 间 了 ,Tzs… 人 使 xT 一 1,2,*…* yn) 县 
IT, | 二 s/n ,于 是 


0 < 五 二 DE 


故 由 se 的 任意 性 得 知 zx" EE 二 0. 
车 玉 为 可 列 集 , 设 
五 一 {xisTes ,Ts 
则 和 We 汪 9, 在 在 开 区 间 列 1I.} ,使 x,ETG=1.2,=,n) 自 || 二 
sr2 于 是 
二 3 
0 < mo" 五 一 < 
砚 玫 " 五 一 0 以 而 徊 厂 一 0 
总 之 ,至 多 可 数 集 是 堆 测 集 . 
注 由 本 题 可 推出 如 于 结论 ， 
1”R" 中 的 全 部 有 理 点 所 成 的 集 为 零 测 集 ; 
2° 单 源 函 数 的 不 连续 点 所 成 的 集 为 零 测 集 (因为 单调 函数 的 
不 连续 点 所 成 的 集 为 至 声 可 数 集 ). 等 等 . 
[3. 3.j 可 列 个 零 测 集 之 并 集 是 否 为 替 测 集 ? 
解 ” 是 .证 明 如 下 : 
证 78 五。 一 站， 妖 一 ,2 


令 ECO= SE,, 


一 上 


则 由 可 测 集 性 质 知 玉 可 测 , 且 有 
om = 2 PE) < < > nnE,. =— 0. 


mE=0. 
sl" 


注 将 [3. 1] 和 [3. 34j 摧 题 结合 可 得 下 述 命题 
车 二 00,5 一 12 …. 则 


E= DE, 
汶 零 测 集 . 
[3.4] 设 ( 生 Rm) 隆 名 ,但 EE' 二 名 ,能 否 断 定 玉 可 测 ? 
解 ” 车 正隆 凶 但 E' 一 证 , 则 5 为 堆 测 集 . 事实 上 , 设 EE 一 {E 
中 扳 立 点 ) ,Ei 二 1E 中 极限 点 1} ,而 
EmE,LE,. 
但 由 五 ' 一 铬 可 知 
E=ENE=2NE=g. 
于 是 一 Ey 即 下 是 孤立 点 集 , 而 孤立 点 集 是 至 多 可 数 集 . 
[7 
[3.5] Cantor 集 PP, 是 香 为 惟 测 集 ? 
解 我们 指出 ,Cantor 集 P 是 一 个 特殊 集合 ,具有 如 下 性 


(i) 户 , 是 完备 集 ， 

fii PP。 是 不 可 数 集 ， 

in) Po 是 琉 朗 集 ， 

《iv PP 是 堆 测 集 . 

这 里 只 证 明 (tiv}, 国 Po 的 余 集 (一 [0,1] 一 Pr 是 开 集 ,可 记 

{ro 一 SiG.,, 

其 中 G 为 第 次 手续 中 去 掉 的 所 有 开 区 间 之 并 集 , 由 Cantor 集 
的 作法 知 ,G, 为 2" 个 互 不 相交 的 长 庆 为 173" 的 开 区 间 之 并 , 且 
CO CO Cn En )., 

于 是 由 Cn 可 测 知 PP 二 [0,1 一 Go 可 一 ,而 

Pst C= [O01], PoG, = . 
2 有 十 zc 一 MO 1 一 下 
部 mmPo 一 1m 
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一 1 一 ze[ 之 5) =1— mG, 


_ 


-1— 2 2 1 1 一 0 


4 二 1 3” 
注 由 本 证 可 知 , 零 测 集 不 一 定 是 至 多 可 数 集 . 
[3. 6] 车 mE 二 0, 是 和 否 一 定 有 mm E 二 0? 
解 ” 不 一 定 . 如 玉 二 {rR1|0 寺 XxX 入 1 为 有 理 数 }， 
因 有 理 数 集 为 可 列 集 ,所 也 rwE 一 0. 然而 

?让 一 aa[D,1] = 1. 
[3.7] 对 和 任 一 开 集 局 ,是 香 一 定 有 mG 一 mm G? 


解 不 一 定 . 如 对 [9,1]J 中 的 全 部 有 理 数 人 rirss wr 


集 如 下 : 


则 妆 是 开 集 ,. 且 


[i 


;和 作 开 


L3.8] R! 中 至 少 含 一 个 内 点 的 集 五 的 测度 ( 设 互 可 测 ) 可 


否 为 零 ? 


解 不 可 能 .不妨 设 x,EEE 是 玉 的 一 个 内 点 , 则 习 Bo 使 


(ro ro 二 EE, 
所 以 由 测度 的 单调 性 知 
mE mro 一 Go 十 如 一 26 > 0. 
注 由 此 可 知 : 非 空 开 集 之 测度 必 大 于 0. 


[3.9] 设 瑟 为 民 : 的 真子 集 . 且 和 "五 230, 问 是 否 瑟 中 必 会 


有 区 间 ? 


解 ” 不 一 定 . 如 [09,19 七 的 无 理 点 集 E 不 会 任何 区 间 , 且 万 一 
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Fo.1] 一 QCQ 为 有 理 数 集 ). 于 是 
mE= 加 殖 一 轨 [0,1] 一 zf( 门 0,1 且 
一 1 一 0 一 1 六 0. 

注 在 后 面 的 习题 中 将 看 到 ,R: 中 存在 着 不 售 任 伍 区 间 的 闭 
集 ( 其 至 完备 集 ) ,其 测度 为 正和 值 . 

[3. 10] 设 开 集 GG 是 开 集 G; 的 真子 集 , 则 是 否 一 定 有 mmG 
< 

和 解 ” 不 一 定 .如 


G = [0.33 


1 、_ 
二 | | 二 ，G, 一 ,1). 


显然 ,GiveCa 都 是 开 集 ,县 G 是 瑟 : 的 真子 集 ， 
但 mG 一 mG: 一 1. 

磷 在 一 般 博 况 下 ,车 CSCo, 则 只 能 肯定 

Ta EE mz. 

[3. E11」 如 果 将 外 测度 的 定义 改 为 “有 界 集 五 的 外 测度 是 包 
舍 五 的 闲 集 的 测度 的 下 确 界 . ”是 否 合 理 ? 

解 ” 不 合理 . 如 设 50,1? 中 的 有 理 点 集 为 妨 , 无 理 点 集 为 书 , 则 

(1 一色 UP 

显 热 人 @ 二 玉 一 [0,1] 是 含 忆 和 的“ 最小”* 闭 集 . 于 是 在 所 给 的 

定义 下 应 有 


mmPo—m*Q=@1. 
我 们 从 两 方面 说 明和 这 将 会 引起 牙 盾 : 
xi 由 内 测度 定 文 知 
m= |,.DD| 一 和 CC) 一 如) 
一 1— mpP 
一 1 一 1 一 中. 
m0 =m 0. 
故 久 不 可 测 (@ 是 可 列 集 ), 与 已 知事 实 驴 为 零 测 集 相 也 盾 . 
(i》 即使 采用 其 它 手段 回避 上述 诈 盾 . 即 设 法 修改 内 测度 定 
文 鳄 仿 可 测 5 即 使 得 办- 岛 一 1), 且 mr 和 一 1, 则 又 会 产生 下 面 欧 癌 
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题 : 
mmP=i+1li ma,1) = m0 ll PY. 
这 就 破坏 了 测度 的 有 限 可 加 性 . 
[3. 12] 设 8 一 字 , 癌 在 什么 条 性 下 有 
mA B=m’B? 
解 只 要 7“ A 一 0( 不 管 4 是否 为 空 集 } 即 可 .我 们 有 下 还 全 
题 : 若 严 * 上 一 0 五 任意 . 则 
mA B=m’B., 
事实 上 ,由 B 守 A 十 BB 有 
"站 A B), 
而 由 税 * 姓 一 0, 又 有 
313 《 疝 十 吾 ) < 了 "六 卡 了 天" 瑟 一 五. 
ra (4 二 五) 一 到 "号 ， 
[3- 13] 设 琴 为 R' 上 的 不 可 测 集 ,4 为 零 测 集 , 问 EEA， 
EA 是否 可 浏 ? 
解 ” 可 以 断定 : 
《五 4 为 零 测 集 . 国 已 4 二 4 所 以 有 
Om CEAY mA~mnA 0, 
即 有 "(EA} 一 0, 从 而 m( 包 EAD 二 0. 
《1 五 喇 4 不 可 油 . 若 不 然 * 即 假定 #7 可 测 , 而 由 () 知 上 EA 
可 测 , 所 以 
所 (CEA CEY A). 
由 可 测 集 的 运算 性 质 知 , 集 吾 可 测 , 与 题 设 矛盾 ,故去 号 4 不 可 测 . 
[3. 14] 对 于 有 和 界 集 ECSR', 是 和 否 必 有 m'E 过 十 coo? 
解 ” 是 . 证 明 如 下 ，: 


”“ 下 有 界 ， MOY rEE, lr|<M. 
于 是 EC M, hf). 
破 mm MM, MD 一 211 < 十 = 


[3.15] 设 五 二 RI 为 光 界 可 测 集 ;是否 必 有 一 十 一 或 
mF 0? 
"05. 


解 ” 不 一 定 , 如 R! 中 的 自然 数 集 和 二 {11,2,-…1} 是 无 界 可 测 
集 , 且 rN 一 0t 因 和 集 N 是 可 数 集 ). 
[3. 16] 是 否 存 在 闭 集 FF 壬 [a,bj(F 是 [a.58] 的 真 闭 子 集 )， 
人 证 到 一 5 一 a? 
解 ” 不 存在 . 先 证 明 下 述 命 题 : 
车 下 是 [a,&8j 的 真 闭 子 集 , 则 
严 一 天 LU LU {5} 
亦 是 La,5j 的 真 闭 子 集 (fa}、{5} 是 单 点 集 ). 
事实 上 ,车 a, 拓 下 , 则 命题 显然 . 车 a,5 至 少 有 一 个 不 全 于 
下 ;不妨 设 ta} 壬 六 (a 夸 巴 ) 则 性 80 使 
[a,a + 6) NF= og, 
“否则 2 就 是 下 的 极限 点 ;从 而 a 下 ) 于 是 
[asb i —E= (eb))— FO (Cava + 6). 
故 玖 是 La'6] 的 真 闭 子 集 . 
注意 到 五 门 上 ao] 一 瑟 ) 一 弛 ,而 
La,5] ~—EU [a ,8] 一 走 )， 
mlab] = mE mi[a6] 一 五 ). 


及 [Lab] — ED aa 8), 
mt{t[ab] Oo— Emtaad+ 8)—F~0 
故 mr mE = mma] mab] — Ey 


Hah a. 


[3.17] 设 E= Ep., 基 中 慷 FEE 
mE, oon = 1,2,.*), 
间 巨 能 否 有 有 限 测 度 ? 能 否 有 无 穷 测 度 ? 
解 ” 都 可 能 . 举例 如 下 ; 
Ki) 设 EE 一 [0， 1 一 1a 十 1)], 则 
EB, EE Eo,1), 


za 匹 , 一 1 一 直到 co， 


* 中 全。 


但 是 ,由 已 一 之 ,已 ,一 [0,17? 知 
RE 一 ] 一 十 = 
(ii 设 五 ,一 (50 2， 则 
me OC, 
日 是 ， - 
但 是 ,由 尼 一 人 五 ,一 《0， 十 ce) 知 
一 二 
m= 十 ce . 


[3. 18] 设 E 一 | |,, 其 中 E 宇 Es 过 Es>… 且 
mE, C= on 一 ls2,'"), 

问 吾 能 和 否 有 无 穷 . 有 限 . 零 测度 ? 

角 都 可 能 .举例 如 下 : 

Ci) 设 五 ,一 ( (2 一 1272 十 cs]， 则 

五 一 [1， 十 oP) ,mE 一 十 cos 
Cy 设 五 .一 人 ma 十 cc， 则 
E= ,mE = 0; 
Ci 设 EE 二 C0117 Cx; 二 22), 则 
= (O01 mE = 1. 

[3. 19」] 将 民 ! 中 的 可 测 集 类 tm 的 执 与 R' 的 一 切 子 集 所 成 
的 类 . 禾 C(R Di) 的 势 作 一 比较 ,可 得 和 守 么 结论 ? 

解 ” 我 们 证 明 : 衣 一 车 CR 史 . 

因为 ¥ 可 测 集 EEm, 显 然 EE.B(tR')， 
即 m 守 和 客 (R'Y. 因此 


Er (C1) 
男 一 方面 ,我们 知道 Cantor 集 P。 是 完备 的 零 测 集 , 即 有 
BRi=c,mP, 一 0. 
由 6 一 下 ?得 
BD 一 BERD, 
由 Po 二 0 敌 ,Y ECPo 有 光一 0; 从 而 .天 CCP 是 一 个 零 测 集 类 ， 
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故 


< Ce Nl. 
所 以 
前 六 萝 一 琵 臣 C2) 


由 《1) 、(2}) 得 中 一 室 惟 全 
[3. 20J] 设 碧 海 R' 中 的 人 尾 一 集合 ;定义 
2 当 五 只 合 和 个 点 时 fa 一 有 站 ,1 2) 
i 属 co， 当 巨 为 无 穷 点 集 时 
问 产 是 理 沪 及 上 的 一 个 外 测度 ? 
解 ” 是 -我们 逐条 证 明 关 满足 定 开 3. 1 中 注 全 所 述 的 
ti 
《>y 由 产 的 定 广 显然 可 知 , 到 和 二 RR'， 
E20,H A = 0. 
Cy) 设 五 , 反 五 :五 | 它 RiC 一 1,2)， 则 有 ， 
《al 当 五 ; 为 无 归案 时 ,五 : 也 必 是 抱 困 罕 . 这 时 
FE! = rEs 一 十 os 
《b>》 当 五 : 为 有 限 集 时 ,EE 也 必 是 有 限 舍 , 且 FF; 所 售 元 案 
《点 ?的 个 数 不 超 过 Es 所 含 点 的 个 数 . 即 有 
AE, < FEss 
Cc)》 将 五 , 为 有 恨 集 前 五 : 为 无 限 集 时 ， 
PE < 十 co = gE,. 


(iii) 令 EE 二 之 2E., 则 
(a) 若 { 吾 小 至少 有 一 个 无 穷 点 竺 , 则 五 也 是 无 穷 集 ,这 时 


FE 一 十 oo 一 人 >JAEo 


a 二 1 


by 车 Ei, Esy""* :五 ,都 是 有 限 点 集 :这 竺 如果 EA (n= 
11:2，-…) ,就 有 F 1 人 0 一 了 2 于 是 


DE, Dl = o0 > ERE, 


Ml 日 一 工 
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《如 果 有 无穷 客 个 E. 非 空 , 便 有 这 一 结果 ) ;如 果 {E,} 中 只 有 有 有 限 
个 非 空 ,和 不妨 设 五 | ;Rs 此。 非 室 , 由 于 &i 丰 2， ;所 均 鸭 非 空 
有 限 集 , 则 

五 一 五 | 届 再 人 UFEUGUSU- 
亦 为 有 限 集 ,这 时 车 五; ;Err :五 。 两 两 尔 交 便 有 


LE 一 pE: 十 … oh HE 一 DHE,. 


A=l 


车 至 少 有 两 个 FE; 售 公 共 点 上 一 1,2.…)， 则 有 


EupE + tpE, 一 DE,. 


nl 


总 之 有 
F< SiE,. 


让 


故 为 R' 上 的 一 个 外 测度 . 
二 ,外 测度 、 内 测度 及 可 测 集 的 等 价 亲 忻 
[3. 21] 证 明 ; 任 一 点 集 玉 的 灶 测 度 等 于 包 人 省 它 的 开 集 侣 的 
测度 的 下 顽 界 . 即 

minf{fmm 丰 二 ,为 开 集 } LE 

证 一 上 方面, 开 集 如 一 瑟 , 最 然 有 
ai 五 < 一 7 人 

minf {nOG,G 为 开 集 }. C1) 

另 一 方面 ,车 { 部 上 是 五 的 开 覆 盖 , 其 中 诸 志 为 开 区 间 


G42 , 则 2 是 开 集 ,于 是 
{Sree pa 为 开 区 间 上 


为 开 集 }， 
所 以 
intf tnG 1lECG.G 为 开 集 } 
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infd >) I EE OL 为 开 区 间 ) 一 mm" 《2) 
| 1 弛 一 了 
出 (1)、(25 知 (* ) 式 成 立 . 
注 ”我 们 今后 常用 此 外 测度 的 等 价 定 义 来 处 理 阿 题 , 这 样 可 
以 大 太 简 化 证 明 过 程 ， 
[3.22] 设 琴 ( 生 R') 有 和 界 , 记 ,12,-… 是 一 列 闭 区 间 ( 可 以 相 
交 )* 其 并 覆盖 五 , 试 证 : 
rm 一 inff SmI,lE SL 为 闭 区 间 }. 


对 于 R', 结 论 十 否 成 立 ? 
证 ”一 方面 ,对 任 一 列 狂 商 包 的 闭 区 间 了 .7、… ,由 外 测度 的 
单调 性 和 次 可 加 性 ,可 以 得 到 : 
二 mm 站) 二 并 = Dmr,. 


nel n=l 


所 其 
ma 五 妇 intf 人 om 五 它 六 是 闭 区 间 }. 


另 一 方面 ,由 外 测度 及 下 确 界 的 定义 ,对 Y ex0, 已 的 一 个 
开 覆 盖 
六 (人 EE),J, 是 开 区 间 sn 二 1,2,… 
使 得 ~ 
FL E+ 


烛 二 工 


取 大 一 大 一 1:2 0, 则 六 ,六 是 闭 区 间 列 , 且 
EC Dr 

而 mL, = ms, = | 

故 

Dm = DN) m+ 


a=1 n=1 
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由 so 的 任意 性 
nd Sm le SL 为 用 区 间 ， mE 
i n=1 


命题 得 证 . 此 命题 对 于 R! 亦 成 立 , 证 明 过 程 完 全 一 样 ,只 要 将 
每 个 I, 看 成 是 R* 中 的 闭 区 间 ( 了 团 长 方 栖 ) 有 即 可 . 
[3.23」] 试 还 
msup{imnF|IFO EF 为 闭 集 }. 
证 一 方面 ;, 因 闭 集 下 EE, 所 以 由 闭 集 的 可 测 疆 及 内 测度 的 
单调 性 ,有 
把 一 Wi 
于 是 ”sup{mF|IFCOCE,F 为 闭 集 } 入 1 .下 . ©1) 
另 一 方面 ; 设 了 是 一 个 并 区 间 ,EE 和 14. 
而 闭 焦 下 吐 EE, 则 
侍 天 一 了 一 下 为 开 集 :县 了 一 下 之 了 一 去， 
因此 ,由 天皇 一 inftpcCl ECG 为 开 集 } 可知 
inf{mCf — FYIT— EC FI=m' (Fy 
ninf{mnG | 一 于 0 ,GG 汶 开 集 上 
故 由 定义 3.3 知 
mE=|T|—m’ I—E) 
| 一 inftm(T 一 FI 一 ECI 一 下 ,F 为 闭 集 ,FCCE} 
一 sup tmF|FCE,F 为 闭 集 }. (C2) 
由 1) 、t2) 得 证 ， 
注 1 二 我 们 以 后 常用 此 内 测度 定妆 来 处 理 问题 ,使 问题 的 证 
明 简 化 . 
2” 对 于 可 测 集 五 有 和 五 一 到 "五 一 拉 - 瑟 , 所 以 , 当 五 可 测 时 ,由 
[3. 21] 和 [3. 23] 知 
mE {i 为 闭 上 集 }， 
n= inf{imGIECGO,G 为 开 集 }. 
我 们 常常 根据 需要 而 选用 测度 的 不 同形 式 来 处 理 问 题 ,具有 一 定 
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的 灵活 性 和 技巧 性 .请 看 下 面 的 几 题 . 
[3. 24j 试 证 ;外 测度 与 可 测 集 有 如 下 关系 ， 
一 inf{fmnA|lEC 有 A 有 A 为 可 测 集 }. 
证 一 方面 ,因为 
{| 于 GG 为 开 集 } 宇 {4| 玉 之 A 可 测 }， 
所 以 
2 “五 一 intizztzjl 亚 ce 为 开 集 } 
inffn4d| 瑟 二 44 可 测 ). 
另 一 方面 , 记 
inf faa4i 五 它 4, 4 可 测 }) 一 aa， 
则 中 下 确 界 定义 ,对 Y <s 0,3 可 测 集 4 一 五 ， 
使 A < eA2. 
进而 由 定理 3. 4¢2) 知 9 江 集 如 之 A1( 刁 EE} 使 
mr mA 十 ED < aa 十 上 
所 以 
m= inf {mG | 二 伍 , 口 为 开 和 集 } 
a 二 inf{fmA| 和 SA,A 可 测 }. 
故 得 
zi” 入 一 inftird| 五 和 44 可 测 上 ， 
[3. 25] 试 证 ,车 EE 有 界 可 注 , 则 下 面 瑞 个 定义 是 等 价 的 ( 即 
定义 3.3C2) 与 定义 3.4 等 价 )， 
《12 mm" FE=~m.E. 
《2 可 TER ,mm Tm CTE Fm’ (TEE)Y. 
证 (i) 先 证 (2) 一 > (1). 
设 对 YY 了 守 R"， 
mn TE TH mr (CTEY. 
现 取 了 为 开 区 间 了 且 使 EE 之 7, 便 有 
[7 一 ma 7 一 7 CTEY | 
— mE-mn (Ey, 
从 而 有 
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mE= | mn o£)=m.E. 
(ii)y 再 证 (1) 一 > (2), 先 给 出 一 个 引 理 : 
引 理 ” 设 有 界 集 ESI1( 开 区 间 ) 满 足 
mE—~m.E,. 
则 A 二 了 
A= mm CAE mm" CAYE). 
事实 上 ,由 4 一 《4 五 ) UCAWE) 得 
1 几 < AE Tt mm’ (AVWE) 人 
再 证 相反 的 相等 式 , 由 于 
zt 及 一 inf{foafz|4 一 总 为 开 集 )， 
故 由 下 确 界 定 文 ,有 开 集 ' 避 .4 二 C 拓 7 使 
EC -2 十 上 
因为 妆 可 调 ( 定 文 3.4 意 文 下 ) 所 以 EC 可 测 . 
而 EG CCG, EVO CCE, 
所 以 
Ht 五 一 7 五 一 3 EO) +m (EEO) 
= mm TED mESG), . 
mT ED= mm [Od EG + mL — EEG 
= mm GFE mm" (TG - YE). 
由 定 关 3.3(1) 有 
[了 | = mE 二 nT Ey, 


mE mT EY) 
— mGE)Y + mm" (TOGWE) 
十 mm TEG :ED mm (TEGO + HE) 
mR CT 十 了 ”KTC 
一 到" 了 二 | 了 IG 可 测 一 一 按 定 义 3, 4). 
a mG) mm CE 
=— mm CGE mm GWE} + mm’ (TEGO 五) 
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二 mm T+ CD * ED). 
但 pi EEC (二 EC » GE), 
于 是 ,由 安 所 了 工 , 有 
ri 一 7 CO) mm TGR + mm COE ED) 
= mm OE) Tm OE CE 
变 Ji -ED GE mm’ (COEE) 
mm CAEY + mm (CAEEY) CVA GY. 
南 < 的 任意 性 若 
mA AE + mm’ tA. CC 关 了 了 
综合 tx*).tx* x*), 引 理 得 证 . 
下 证 康 题 (中) (2). 因 点 有 界 , 可 取 开 区 同 了 一 玖 , 粥 然 五 。 
过 7 一 客 ., 设 工 为 任 一 点 集 , 几 
mT mm CT ETEE) 
= mE mm CE EETY 
~ 0 mT EY). 
而 由 引 理 , 且 TISGI7 可 得 
m" CTIY = sn" TIEY + mv {TEE +. I}. 
战 , 由 了 的 可 测 性 ,将 上 述 二 式 相 可 ,得 
mT mn TTY Tn" CISTIY 
mm TE mm" CT EE). 
曙 外 ,本 和 CTE 十 "CTYWE) 是 邦 然 的 . 故 
mT =m TE mm (TEE) 
即 环 为 可 测 集 5( 广 足 (2) 1)、 
另 证 41) 一 (2) 只 需 对 Y 有 卉 集 了 之 R" 证 得 
mm TE mm CTEEY. 
事 医 十,Y s>0, 开 集 0 二 ,使 
mT mG Ee. 
由 设 , 著 区 有 界 , 且 式 “上 5 一 rw. 忆 , 而 GE,G%WE 亦 有 界 可 测 ( 定 义 
3. 3t2)), 且 满足 
GE =~ mm, GEY), 
"O42* 


i CE EY Oo EE). 
这 时 GE 二 TE,GWE 二 TERE, 
于 是 mm CTED) + mn (TEE) 
EE) + CO EE) 
一 Mm (GE mm (OE EY) 
Em GE LU (GHEY] 
—= m= 于 +t. 
故 由 < 的 任意 性 即 得 . 
[3. 26.] 点 集 五 可 测 的 充 要 条 件 是 :Y A 叶 E,BCE, 有 
3 下” 《十 吨 ) 一 和 "十 于 < 五. 
证 ” 先 证 必要 性 . 设 ¥Y 荆 有 : 
?2 一 十 《7 
令 了 一 由 十 万 ,出 由 A4 守 EBC 忆 知 
AB= CH, AE = C, BE= 2. 
TE= A, TE= BRB. 


22 《和 B= mT = TE mm CT EEY 
一 mA 二 mB. 
次 证 充分 性 . 设 Y ACE,BCE, 有 
mA B= A 二 Tm"B, 

由 于 YT,T 站 ECE,IS ECwE,H 
T= (TE CTEE),. 

故 zz mm" LTE) + (TEY] 
一 CEDY + CTEEY. 


即 乒 可 调 . 
[3. 27] 设 瓦 (三 R 有 界 , 则 
(1) 五 可 测 < YY ese>>0, 相 逆 集 FF 二 EE ,使 
IE 
(2) 乒 可 误 < 二 YY em0, 本 开 集 G 宇 ,使 
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Oo 五 ] < Ee. 
证 (车 下 可 测 , 即 区 FE 二 到 ?下 一 rn. 玉 , 认 
n= suptmr| 丰 入 , 下 为 闭 集 1， 
所 以 由 上 确 舞 定义 知 ,Y sc>0, 3 闭 集 下 必 EE, 使 
m= mE— ee— mE Ee. 
县 mE mF < Ee, 
故 由 五 及 产 可 测 及 无 近 五 知 
mE— FRE- FY mE mF 
一 mE— mF Eg, 
反之 : 若 Y¥Y e013 闭 集 FFFKE, 有 
mE— F< Ee. 


由 于 
££= (EF)+ EF, (EFIFS go, 


根据 外 测度 的 次 可 加 性 
mm Em (EE— Fm"F 
em 人 F=ed+ mk 
一 6 十 ms<sE 十 和 瑟 ， 
出 OmE— mEF<e. 


由 的 任意 性 得 


计 瑟 可 测 . 
2) 先 证 必要 考 . 设 互 可 测 , 即 
mE=m.E, 
得 m= inf{fmG|EG,G 为 开 集 }， 
质 以 直下 确 界定 义 ,Y er-D, 开 集 忆 二 EE, 使 
mo mE+e. 
故 
mt ED= mG — EI 一 rz 一 mE 
一 mr mE Ee. 
* 106 * 


次 证 充分 性 . 设 Y s>0,3 开 集 GG 过 EE ,使 
mm" EY < ee， 
于 是 对 06 一 0 上 Seti 1l2..),3I GEtnT 1.2, 
-…) ,使 
,Oo EY < En. 


仿 G= Te, 

2 一 1 
则 下 Cn 一 2 
故 GCG— ECG,— Em= 1,.2.). 
所 以 


Om EEm’ GG, — EYE On 一 ec 

于 是 ,sn ”GG 一 瑟 ) 一 0, 即 人 局 一 玉 是 零 测 集 .而 
ECG, 

因此 E=G— (GCG—E) 
为 可 测 集 之 差 , 则 天 可 漠 . 

注 定理 3.4(2) 是 辫 题 的 推论 . 

[3. 28] 试 证 ,有 界 集 上 (三 R"} 可 测 的 充 要 条 件 是 ,YY se 二 0， 
习 开 集 GG 二 EE 及 闭 集 于, 使 

mG FY < EE. 

证 必要 性 设 玉 可 测 , 即 有 1m" 上 二 mmr. 万 , 申 到 " 及 zr, 的 等 
价 条 件 , 有 

inffCl 王后 :会 开 集 } 一 supfm 政 | 天 汉王, 天 六 集 ). 
申 上 、 下 确 界 的 定 儿 知 .Y ED， 

习 开 和 集合 二 ,使 Gm "Ee/2， 

习 闪 集 FE, 使 和 下 全 人。 五 一 Er 2. 
从 而 FECG, 且 

PIC 一 mF mE e222) — (mE EE/2} = €. 

《站 为 互 可 测 , 折 以 加 " 瑟 一 下 五 一 五 ) 
而 PIC 一 一 3 一 和 开国 天 一 7)， 

， af Fy- &, 
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充分 性 ” 设 ¥ se>0.3 开 集 如 之 瓦 及 闭 集 下 性 直 ,使 
mt 一 - FY < E， 
出 于 所 之 下 ,从 年 
nm 一 mr < E- 
及 因 
minftmG|IECGO,G 为 开 集 } 
my supinf|lF 二 所 ,FF 为 闭 集 !} 
于 是 由 上 下 确 界 的 意义 知 
mF mn 人 mmo, 
Om 人 nm mF 
二 < 的 任意 性 ,有 
mm EE. 
肥大 可 测 ， 
[3. 29] 五 (二 R7 可 测 的 充 要 条 件 是 :YY em>0, 习 开 集 G1 二 EE 
及 Ci 一 吃 下 ,使 
mt 门 Cs) < e. 
证 因 G; 为 开 集 , 则 下 = 宇 (03; 为 闭 集 ;而 由 三 :之 咯 互 知 
五 一 OC SHEE) 一 五. 
Cl 门 Os Yi 一 FF. 
故 本 题 实 为 : 赦 可 测 的 充 要 第 件 是 ;YY s>0: 导 开 集 GD 已 及 
闭 集 眉 一 抒 全 五 ,使 


mG 一 乒 ) < Ee. 
这 即 为 上 一 是 不 同 的 表述 .我 们 现 采 用 另 一 证 蒜 证 明 此 结论 . 
充分 性 . 设 Y se 盖 0 开 集 如 汪 克 及 闭 集 下 刁 E ,使 
mt FP) < Ee. 
取 包 二 4/0Cn 一 4;2*), 则 3 开 集 如 , 己 玉 及 闭 集 FF. 二 FE， 
使 
mt FF) /an Cn = 1 ,2 ), 
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仿 P= BF. 


则 下 .局 均 可 测 ; 和 县 
FFEECCGCOG,. 


四 站 GECG,— F(tn= 1,2,.). 
因此 CG 一 El CG Fn. 
全 nn 一 23 得 
1m" 一 E) 一 站 
即 安 一 瑟 可 调 . 
故 玉 ==G- 一 (GG 一 EE) 可 测 . 
必要 性 . 设 正 可 测 t 不 一 定 有 界 )， 
令 T= {PrsTas rs Td | |x| < 开工 一 本 2 
EC=~ EMI, 


则 R SETENR- SEND- DE, 
国 为 二 可 测 , 而 工 为 有 界 开 方 栖 ,所 以 ,Es 为 有 界 可 测 集 .于 


是 3 和 开 集 GG 二 E 
使 3723 (CO E.) 一 ns mE < EY 24+ 1 


令 G 一 之 Go， 则 恕 为 开 集 ,有 天守 GG. 于 是 有 


mG 一 五 ) = ml Yio, 一 六 已 | ml So, 一 EE,)| 
Pe] 天 一 上 -1 


Go ES PG, 一 五) 
二 Gy BD) i 
上 上 一 1 上 一 了 2 2 
由 五 可 测 知 E 亦 可 测 , 故 存在 开 集 人 口 , 二 EE, 使 
ml Oo— EY < er/2. 
令 太一 着 07o, 则 下 为 团 集 ,日 
FCOEEY) = EE, 
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E F=E EO EME 
=ENMG, = CC, — BE. 
MEF Ee/2,. 
综合 上 述 过 程 , 我 们 己 作 出 开 集 人 口 . 闭 上 集 下 ,使 
福王 
且 mo FI= mG EYL CE 一 五 )] 
< rr 一 下 ) 十 袜 ( 瑟 一 大] 
< SEA2 十 Er2 一 上 
即 mC 门 BFEY < €. 
[3.30] 试 证 , 当 五 为 有 有 界 集 时 ,有 
(1 刁 可 再 < 全 下 型 集 4 皇 五 .使 
mt A= 0. 
(2) 玉 可 洪 夺 访 3j GG 型 集 羡 二 五, 使 
mB EG= 人 0. 
证 一 A} 一 0, 其 中 45 五) 为 FF 型 集 , 从 
而 4 可 测 . 
由 于 Om A (ho A}~— 0, 
因此 mE A)= mm,.(E— A}(— 0). 
即 下 一 A 可 测 ; 故 玉 二 A CE 一 AY 可 测 . 
“=>”; 由 FF, 型 集 的 构造 知 , 关 键 是 要 找 出 一 捉 闭 集 Fln 一 1， 
2,"…)》, 使 


4 Dm EHm (EA-0. 


设 五 可 测 , 则 在 于 
ji 五 sup{fmF|FCE,F 为 闭 集 } (= wn ,EE)， 
所 届 由 土 殉 界定 尺 , 对 已 一 17p0ta 一 2 本 闭 集 下 己 玉 ,使 


{EE = mE mF, < 译 . 


不 芒 设 所 三 下 福 … 这 记忆 …( 香 则 可 用 和 7, 代替 F.》. 
- ilo ， 


从 而 EFOE- FD 


因此 
a TI ET Fo) = 1mm(E— FYElimi -0 
r= wo | 
他 A = SF.,, 
则 4 是 FF。 型 集 ,ASEC( FEn1l,21), 
而 
E— A=E— Se, ~ EN!{ YF.) 
n= m 一 1 
二 EN {TIF,) = TIceez.) 
ne 可 一 二 
一 TE 一 Fy. 
n=1 
施 有 mE Ay=m{ I] (EE — F.)) 
n 二 1 
一 limmtE ~ F,) 一 站， 
即 7 EA}—O. 


再 证 (2)》 证明 过 程 与 1) 类 似 , 简 述 如 下 : 
注意 二 二 B 一 (8 一 EE) 及 Gs 型 集 BB 可 测 ,B 一 为 霍 测 集 , 立 
即 可 得 志 可 测 . 下 证 必要 性 . 
设 下 可 测 , 则 3 开 集 GG, 二 上 E, 使 
CC — EY < lAn. 
不 入 役 GG 二 Gn 二 1;2s.), 则 
GO EG OO— Ee… 


所 志 有 m{ TIG. ~ £))= limm(G.— E)= 0. 
令 B= Tlie.,. 


出 五 是 Ce 型 集 . 且 五 一 感人 过 天 一 1 2 
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em 


而 B—E={[IG.)— £~ (ic) NE 
= Te. 门 尖 E} 一 T [ec. 一 E). 


故 mB— Ey 一 re Tc 一 已)) 一 0. 


有 mB EE}=0. 

三 外) 测度 的 若干 补充 性 质 

[3.31」 试 证 : 

fl1) 菏 五 ,可 调 . 五 : 为 任意 点 集 , 则 

mE UU Ea + ma CE NM Es) = mE + mm Eg. 
(2) 老 五 ; ,五 * 都 可 渭 , 则 
mE U Er) 十 mE 门 Es) = mE, + mE,. 
证 (0) 车 汉 瑟 一 十 0 或 现 ' 忆 二 十 oo, 则 结论 显然 . 
车 rE 之 0 且 m 歼 so<cso 刚 申 五 ,可 测 , 先 取 荆 一 互 : 菇 玖 ,有 
mm" CTY) = 和 TE + 加 (THE), 
区 
ma (Ei U ED) mi TE W EYE + m'[CE, U E YEE,] 

mt Ey tm CE EL). 


有 


租 取 本 二 天 ,有 
mE, 二 Ht" CE, NM ED 十 mm CE EE ). 
两 式 相 减 , 且 特 ewEE 一 rs" 万! 代 人 得 
mm CE ED) — mE Gm mE — mE, 门 E:} 
移 项 有 妈 得 (1). 
C2) 出 五: .Es 都 可 调 得 EU Es 与 五 : 门 五 : 也 可 测 , 于 是 由 (1 ) 
的 证 明 可 知 ， 
m" CE: UU Es) + mm EN ED} = mE mE,. 
再 由 各 和 集 的 可 测 性 ,可 将 此 式 各 外 的 “rm* * 疏 为 “m* 市 得 《2). 
特别 , 当 五 ,五 : 沟 互 不 相交 的 可 测 集 时 ,有 
zf MN ED) = mg — 0. 
"11l2* 


本 zz 五 | UE) 一 mE, 十 mE,. 
注 “本题 结论 42) 是 常用 的 - 
[3. 32] 试 证 ,车 EF; 为 任意 二 点 集 : 且 其 中 之 一 的 外 测度 


有 限 , 则 有 
nm CE ED) 才 五 一 2 Es. 
证 ”因为 已 C( 五 一 此 :1 匹 :， 
mE mE ~ ED)+ mE,. 
因 天 五 ,<oo 或 癌 s<co ,所 以 可 移 项 相 减 得 : 
CE ED) 裕一 了 
[3. 33] 试 证 , 设 A4.B 浆 R" 中 外 测度 有 限 的 二 集合; 则 有 
ln BISSm’ (AANAB). 
其 中 ,CA 入 B) 一 CA 一 8)UCB 一 A) 称 为 4 与 BB 的 对 称 差 . 


所 以 


证 次 
ASCAUB= (AMBYU AN BS (4ABU B, 


mA 人 mm CAAMNB)T mn B. 


所 以 
即 mA— mm Bn CA 人 BY, 
同 理 可 得 :mB—o—m' A mn (ANMBY. 
于 是 — AMB)Em An Bn’ (A~B). 


页 lnm BA CANBY. 
[3.34] 车 A,B.CEOR", 量 
3 = mm (PAC) = 0, 


则 有 2 CC) 一 人 站. 
证 若 能 证 得 
AACC (AMBY (BACY E 
则 有 Om CAA Sm CAAB) mBAC) = 0. 
Bp 1 【ae = 0, 
所 以 下 面 只 证 (x ) 式 .事实 上 ,我 们 有 
AAMC=[A— BUCOIUANB- ABC] 


eo AU I] UY [CBC 一 BC] 
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AAB=LA— (BUCTU LAC— ABC] 
UB AU OU CBC— ABCI 
BAC=[B— AUCOITU LAR ABC] 
U EC AU BU [FAC — ABC] 
显然 ,(x* ) 式 成 立 ， 
[3- 35] 车 zm (Ei 一 到 一 mE 一 EF) 一 0, 则 有 
Wi EL EdD = mi (五 门 五 :) 一 mE,~ Ja Es. 
证 因为 EE CE NEDU EE — EY)U CE, —E,) {1) 
ENE,SEE SE L El 


， C2) 
EN ESE,SCSE UE,] 


而 


由 517 得 
?7 "tk, UE,) 
Sm’ (EN ED) mm’ (El ED) + mE, 一 五 
一 mE NM 五 ,). 
由 《2) 得 
mE 门 FE) mE, < mm CE lL Ey, 
mE NED Em Em EU E,). 
于 是 有 
mm" EM Ed mE Em (CE, UU £2) A mm CE MN Er), 
m" CE MN EE m' EE, Em CE LU E,) Em CE MN E,). 
故 
mE ED) 一 mE NN £2) = mE) 一 m+ FE,. 
注 同样 方法 可 证 , 车 (E11 一 一 m(Es— Ey 二 0， 
出 mE [| ED) = miE, NE,) 一 mE =— mE,. 
[3. 36] 设 SS ,5 是 一 些 互 不 相交 的 本 测 集 ; 自 下 忆 
5. 二 1,2,-… ,mn), 则 有 
mm { DE,) = SE 
pe i= 
证 法 一 亲人 可 测 ( 一 41,257), 且 S.NS, 一 2 过 让 ,所 
以 由 定理 3. 355) ,对 于 
-114.， 


所 然 有 TS,= EE.,T NM { Ss,) 一 SeTs.) 一 DE.. 


n 
r=1 "i=l :二 1 


故 有 mi { ViE,) 


| 
时 
多 


1 一 1 


证 法 二 ”由 村 测度 性 质 有 

各 之 ,五 ] SE Dm' EE, Cl» 
男 一 方面 ; 令 

Eo= Er Et 十 五 。， 


唱 任意 开 集 过 EE, 由 于 
GOGOGSG = 12 ,7n), 


因此 SG SGs,) 
r= 
由 S; 可 测 可 知 CS, 可 测 , 由 5, 互 不 相交 可 知 GS5, 互 不 相交 ， 
及 
EECG, ES,, 
从 而 FGS, {fim 1.2, ,2). 
于 是 KET = 2 COS) = mE,. 
因此 


mC DP) GS] = Sm Gs,) 之 Sm- E,. 
t=] 1 dl 


:二 


由 局 (过 EE2 的 任意 性 及 四 测 诬 定义 ,有 
* ]l5* 


四 DE) -mE infimGlE CC GG 开 集 } 


+ 一] 


= 人 > me E,. (2) 
r=1 


综合 ().(2) ,命题 得 证. 
[3. 37] 设 五 ! 匹 。 志 … 所 五 ,上 县 五 一 匹 :十 五 :十 …- 


为 有 界 集 , 则 有 


7 [ DE.] ~ limm * 五,， 


:二 1 mm 


证 因为 一 之 /而 书生 已 二 ,所 以 
所 一 limE,, 且 EE {n= 1.2,..…). 


于 是 mE 的. 
故 limme “五 < mE = mm (SE,). (1) 
no 一 下 
另 一 方面 ,由 于 


2 一 inffrCG| ,CCC 为 开 集 }， 
让 下 确 界 定义 ,VY ED 友 每 一 i:, 习 开 集 GG 过 EE， 
使 m0 < EF, Ee. 


令 着 一 [ec 则 到 GyPGe 均 可 测 . 

一 上 
于 是 mam: < mo, mE et = ly ), 
即 消 Hmm Pp, limm" Ee, 

mb oo 


而 
CG DE 芝 下] ， PP: DE,, 


> 
站 -1 上 
显 抢 严 | 宇 民 PC 
由 定理 3.3K35) 可 知 
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mE mm" (DIE) < ml EP,) 
pe pe 
= limmP, < limm" E,. C2 
故 由 X13)、t2) 得 . 
mE=m’[ SE.) 一 limm’ E,. 
[3.38j 设 EE ED : 且 瑟 有 界 , 则 


i [ Tle.) 一 limm 五,. 


证 令 E=] |E,~ limE,. 
已 知 E, 有 有 界 , 困 此 可 取 开 长 方 体 了 一 开 ,从 而 17 一 五 ,是 递增 集 
列 | : em oR 
但 


I—E~=~I— 十 Te = Iw 人! TIE.) 


一 了 门 SE. = DS UN GE,) 


一 1 m=—=1 


一 DT E) lim(T — E,), 
-1 


HN 


故 由 上 题 结论 有 


Tr 


maT limE)= (Sd — ED))= limn’ (I — E,y. 


区 恩 万 二 I 
所 以 mF ma mT— EE) 
一 mm limgk,'! 


= mi 一 lim tt 一 五,) 


一 linalLo7 一 7 ” (7 一 瑟 。)] 


= limmn. E,. 


rr 
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[3. 39j 试 证 ， 
13 车 zn 正二 1, 有 BE; 及 .BB 都 可 席 , 日 A 二 mB1， 
则 mABY > 0. 
《2 和 营 EE 一 1 而 FE 正 z、、。 是 所 的 EL 个 可 汕 子 集 , 且 
mE E> nl1: 
则 zt ] |E)>> 0. 
r=] 
证 0) 六 A.B 可 测 , -At 如 ,AB 都 可 测 . 由 4、B 守 玉 得 
A 二 ttBOE, 
所 以 nA BYE= 1. 


再 由 题 [3. 31](2) 中 给 出 的 公式 ,得 
mABYE— mA mR ntAt By 
1 nd- BY 
1 mE= 0. 
荔 证 “ AB= EC(ABY = EXEA EB), 
一 EE (epEA CB), 
其 中 
EEAC= EA, rd=EE-— BB, 
二 AB EE, 
mAB)= mE eo (pA 十 EB)Y 
=—=1— mA BB) 
1 [EmE— A+m(E— 8B)] 
~=1— [2mE— mA- mB] 
一 和信 十 2 有 一 了 全 0 
(2) 将 上 面 的 后 一 证 法 吉 以 推广 便 得 2} 的 证 明 , 具 体 过 程 刀 
下 : 
时 为 对 可 测 集 交 的 测度 运算 不 及 对 可 测 集 并 的 测度 运算 方 
= 1iB» 


[1 -IE Fer eec TED) 


一 瓦 f esEE | =~E— DE E,). 
+--1 


1 


m( IE.) 一 m|[E 一 全、 E,) | 
— nF 一 和 | 六 一 E.)} ， 


(2 Scr 一 EE,) 守 EE). 
7 一 1 


之 1 一 他)mm( 忆 一 五 ) 一 1 一 Sa — mE,) 


en ] 


一 1 一 也 十 Sm 
= PmE Do 
全 
(“mE > »— 1}. 
即 "| Te > 0. 


[3. 40] 设 1Ei} 是 [0,1j 中 的 洒 测 集 列 ,mE 一 1k 一 1,2， 
"EE : 


= 


mt 1 [E,} = 1, nl 全 五。 == 1. 
六 = E- 1 
证 记 人 SS 二 [0.11; 因 玉 三 5S ,所 以 
] [£3, = 
上 »=1 


二 一 


于 是 要 证 的 后 一 等 式 由 下 列 不 等 式 立 即 得 到 
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1 mE 之 DF) m5 — mL0,1] = 1 
生 一 下 
《12 


再 证 前 一 等 式 . 由 
JlE, 3 得 zm[ TE ns 一 1 
$=1 *=1 


75 5— (I Ej + (ws( TIE)) 


+ Sms 一 已) 


所 以 
— (TT [E+ Sqm-= m{ TIE,). 
即 有 
af T[E) 1. ‘2) 


部 由 (1)、c2) 得 
m{] |E)— 1. 


注 等 式 zx{ [TlE:) =1 是 对 [0,1] 中 的 可 列 无 穷 多 个 测度 为 
测度 为 1 的 集 组 成 的 


1 的 集成 立 , 若 是 [0,.1] 中 不 可 列 无 穷 要 个 
族 , 则 结论 不 真 . 举例 如 下 ， 
设 S=[0,1],E,=S 一 {ri(rEsS). 则 显然 五 . 可 测 . ES, 且 
下 一 1, 但 
[iE. 二 I， 
TE 


m{ TEE.} = 0 = 1. 


即 有 有- 
L3. 41] 对 于 任 一 有 和 界 集 E( 个 一定 可 测 ) ,村 F, 型 集 4 及 


“ 工 2D 


型 集 痕 ,4 王 天 所 三 ,使 
mA=m, EF mB= mE. 
证 ”由 于 与 ,五 一 sup{z 大 1 天 一 玖 ,三 为 闭 集 }， 
12 五 一 infior EEC 为 开 集 }. 
所 以 由 上 下 确 界 的 定 文 知 ; 对 三 一 1/n 记 0,3 闭 集 FF, 二 EE 及 开 集 
过世, 使 


mF > mE lan, 
mE lAn. 
令 A= PF,. B= Tc., 
n=1 n= 二 1 
由 FF: 型 集 友 G; 型 集 的 概念 知 有 4 是 FF 型 集 , 玉 是 G; 型 集 , 且 由 
FS 二 ECG, n=1 2, ) NH 


re 


44 一 Sr,cE, B= | 1c. 三 把 . 
中 一 上 


时 一 1 


mmnAAm nln nl,2,'), 
"EmB 人 m,n 人 Et ln (x= 1,2,.). 
令 nn 一 oo 即 得 
mio= mE, mB=m'E. 
[3.42] 设 4 守 [0,1] 可 济 ,mwA 二 1; 则 对 任意 可 测 集 B 刁 
L0,1J, 有 
mAB) = mB, 
证 因 全 [0;1j;B 守 [0;1j; 所 以 A 守 A4 十 B 守 [0,1],; 于 是 
1]=mAm(A+ Bm[L0,11=1. 
再 由 题 43. 3112) 得 
l=m(tA B= mAmnp mtABY 
=] 二 ms mAB). 
页 2 五 一 2 人 五) 一 和 0. 
Bn meAB)Y— mB. 
[3.431」] 设 台 是 开 集 ,号 是 零 测 集 , 则 有 


”1 21 +: 


C= (CO— EE). 
证 量 然 局 一 玉里 0, 则 
GO— ECG (C1) 
另 一 方面 ,Y >E 芋 , 则 3 1zr 王 人 Cr 天 .zz 伪 To 一 工 (oo 
这 里 的 zx, 必 是 写 的 内 点 ( 因 CC 是 开 集 ), 所 以 3 开 区 间 taws: 记 ) 守 
全 ,Conr 访 为 口 的 构成 区 间 ) 使 .EE tm: 启 ,). 
及 由 rE 二 0, 可 知 ] 和 后 CornsB)—E,H 
Ei 
事实 上 ,车 不 然 , 则 在 Cz 一 27", 训 十 2 中 内 无 (ows 训 ) 一世 的 点 ,从 
而 
tT 2 EE 
注意 到 非 空 开 集 的 测度 是 次 于 零 的 , 故 
mE 2 Ca 门 (r 一 2r 十 2 全 站 
与 mE 一 0 相 亚 盾 5Cx 1) 式 成 立 )， 
由 
[yO 二 1 二 |r| 
到 和 一 (ac 可 得 
WEG EY). 
这 就 说 明 工 也 是 避 一 下 的 僻 点 . 


故 TE tO— EY. 

即 TC (CO— Ey. (23 
综合 (17、2) 得 女 一 5 蕊 一 所 ). 

四 ,可 测 性 的 判别 及 测度 的 求法 

[3. 44] 对 于 开 方 体 7 了 有 

(C1) rz" 了 一 | 了 |. 


(2) za "7) 一 |- 
(3》 《此 结论 不 需 证 明 ) 由 可 测 性 便 知 
mi 一 zz 一 了. 
证 (1) 显然 TS7 十 让 十 末 十 :…( 右 边 可 看 作 -: 果 开 区 问 之 
并 }, 所 韦 有 
-122* 


ms +oTo 十 … 一 1 
另 一 方面 , 没 {7} 是 工 的 任 一 开 覆 盖 , 旦 


= 
下 一 上 


则 PE- 
n=1 


1! 


171 所 nd Sz 1 OS Sr 


请 m= |Ii. 
2) 一 方面 ;由 于 


mm 了 一 inf { S217,1 [三 人 :7} = 17|. 
一 】 n=1 


所 以 由 下 确 界 性 质 ,¥W e 汪 0, 习 开 方 体 7 一 了 ， 


使 1 < 7 十 总 
于 是 m* TET 7 十 e. 
所 以 zz Cy < Tl. 


另 一 方面 ' 设 {11,} 是 7 了 的 任 一 开 覆 盖 , 则 因 了 是 有 界 闭 集 , 由 
有 限 禾 六 定 理 ,3 自然 数 N,, 使 


mv 
i 1 


即 有 iT| < Se < 全 ,| 
破 1 < inf{ ZT. 了 的 开 枚 盖 } = 和 (7). 
因此 

m" 2) = |7|. 


[3. 4#$] (1) 试 作 一 闭 集 FS[0,1], 使 下 中 不 会 任何 开 区 
间 ,县 rnF=1/2. 
(2) 作 [0,1]j 的 一 个 完备 子 集 区 ,使 不合 任何 开 区 间 , 且 EF 
"123， 


一 2/3. 
C3) 对 任何 正 数 a,0< 过 a 二 1 ,能 和 否 作 10,1j 的 一 个 团子 蘑 下 ,使 
万 二 4, 自 瑟 内 不 会 任何 开 区 间 . 
解 (1) 仿照 Cantor 集 的 首 法 步 又 完成 去 的 构 作 . 
第 一 步 : 在 [0,1] 的 中 央 控 去 长 为 176 的 开 区 同 
C5/12, 7/12} 二 0; 
第 二 些 : 在 余下 的 两 个 闭 区 间 [0，5712] 和 [7/12，1] 中 分 别 


挖 去 中 央 处 的 长 为 计 X 襄 的 开 区 间 , 它 们 的 并 是 


13 7 | U [ 强 2] 


G: 一 | 戎 ; 品 72'72)- 


第 ” 步 :在 余下 的 2"!' 个 闭 区 间 中 ,分 草 控 去 其 中 央 处 长 为 
[省 ) ”x 者 的 开 区 间 , 记 这 2" 个 私 不 相交 的 开 区 间 之 并 为 C. 
将 这 一 手续 无 限 进 行 下 去 ,得 一 品 开 集 
CCa Gs 
令 C = >6.. 
则 尼 为 开 集 , 旦 下 一 [0,1] 一 全 与 5 Cantor 集 具有 类 似 性 质 ， 
ti 下 为 闭 集 , 生 为 完备 集 ; 


ti》 天 中 不 会 任何 开 区 闻 (F 为 朴 朗 集 ); 
《ii 天 可 副 , 且 由 于 


， < 1 1 1 6 1 
GG 一 G。 一 二 | 声 一 -6 二 1 
™ 之 ,7 二 言 [ 专 ] I— 273™ 2 
页 m 民 一 mm[0,1] 一 mG 一 1 一 去 一 二 . 


《22 与 (1) 完 全 相同 的 手续 ,第 n 次 去 掉 的 2-! 个 开 区 间 的 长 
度 次 1/5” 即 可 . 于 是 


" l24» 


(3) 与 (1) 完 全 相同 的 手续 ,第 # 次 去 掉 的 2" ' 个 开 区 间 的 长 
度 应 为 


所 得 开 集 G= G6. 的 测度 为 


el oi" 1 一 1 
xm 一 之) | 一 " 一 1— ea. 
> 3 了 | 守 -也 


1 


于 是 一 [0,1] 一 上 是 完备 芍 庆 可 测 集 ， 
且 有 有 mE 二 1]1— m=1—— (le)=ua. 
注 《3) 的 作法 , 带 有 普遍 意 兰 , 它 可 雇 作 为 公式 应 用 . 我们 不 
芒 称 之 为 Canter 方法 . 
[3. 46] 在 [0,1]1 中 作 开 集 如 ,使 GG 一 [0,1], 而 
mt 一 1/2. 
解 ”在 上 题 (1) 中 ,我 们 已 作出 [0,1]j 中 的 闭 集 下 ,mF 一 1/2， 
令 如 一 [0,1] 一 严 , 则 G 是 开 集 . 且 
mtr 一 1/2. 
下 证 万 一 [0,1]. 其 实 具 和 匡 证 Y zzEF,3 G 中 的 点 列 {zn} 以 ro 
为 聚 点 . 
首先 ,在 【xzre 一 1:.xo 十 1) 中 显然 售 操 的 一 个 点 工 !， 
令 呈 一 min{tl/2s|xi1l}， 由 于 下 木 合作 何 区 和 间 ， 所 以 在 
(xo 一 E19A0 十 £1) 中 必 食 全 的 一 个 点 zs( 量 然 Ti 天 TI 
令 己 二 min{l/n: 1,1}, 由 于 下 不 含 任 何 区 间 , 所 以 在 
{xo—srrTo 十 560) 中心 人 富 避 的 一 个 点 Xxo+1( 显 句 ro 和 Ti 一 1,2， 
-DJ 
这 样 的 点 到 1zjSCG, 且 
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[x 一 ol < An 即 工 Ton 0). 

禹 x。 是 G 的 府 点 ,由 7。 的 任意 性 知 ,下 中 的 点 全 是 G 的 诊 
点 , 即 FCG'. 

及 而 石 一 后 LUC 一 [0:1]. 

L3. 47] 在 闭 区 间 [a,#j 上 作出 可 数 个 两 两 不 相交 的 完备 的 
无 姓 稠 密集 ,使 它们 的 测度 之 和 为 5 一 a. 

解 ”第 一 步 , 用 题 L3. 45](3) 所 给 的 “Cantor 方法 ”, 首 先 在 
[e ,6 上 作 一 个 测度 为 二 他 一 a) 的 完备 酬 集 已;- 

第 二 步 , 设 Ei 的 余 开 集 G， (显然 mmG 一 (8 一 sa) /2) 的 构成 
区 间 为 《ar，8)， 则 在 每 (es，p8.》 内 作 一 个 测度 为 〈8, 一 
ar /2 的 完备 醇和 集 五 ,， 于 是 


"(人 


dn] 


= 诗 它 (Bu 一 21) 一 年 mG, 一直 必 a). 


记 EE 一 和 2 记 , 则 Es 入 G1. 因此 EE 一 2 ,县 Ei 十 EE 为 完 
备 流 集 . 
然后 , 设 十 E; 的 余 开 和 集 Cs 的 构成 区 间 为 (au 8 , 则 五 ,十 
下 :十 Ca 一 [ay 人 ,五 ,五 .Cs 互 不 相交 ,从 而 
7 [ay 五] 一 mE + mE; 十 PC 
即 有 


mr a) 一 了 


2 
同样 在 每 个 (ar ,8s 内 作 一 个 测度 为 (8 一 m2)/2 的 完备 下 和 集 
Es, 记 


8 一 丰 一 六 6 一 20) 一 十 (6 一 4). 


EC~ DE,, 
oh 


则 
“126°: 


1 1 sa 
Hb = jE, 一 之 可 (Qu 一 aa 一 Da 一 33 


c=l 


将 上 述 过 程 无 限 进行 下 去 ,得 一 列 两 两 不 交 的 完备 中 和 集 (由 人 放 


法 知 ); 
五 ， rs sr + 


其 中 mh, = (a2 tn = 2 
令 = UE., 
n=1 


则 吧 为 可 数 针 个 两 两 不 相交 的 完备 的 无 处 移 密 集 之 并 , 匡 


mo 


mE =— ml SE,) = SinE, 2 性。 
m=]1 1 


故 扎 即 为 所 求 作 之 集 . 
[3. 48] 作 一 个 含 在 [0;1J 中 的 可 测 集 五 ,使 任意 区 间 入 守 


[6,1], 有 


mia EO. mA EE) ~ 0. 
解 《4 先 指 出 如 下 结论 ;车 ta;B) 为 任 - 区间 ,而 0<r 二 1， 
则 存在 一 个 在 (ax, 59) 办 移 密 的 开 集 C, 使 
zf7 Or oa = rn(e, By. 
事实 上 , 令 4 一 蕊 一 7") (8 一 中 , 则 0 二 4 过 m[a,. 由 题 [3. 45] 
(3) 所 给 的 “Cantor* 方 法 ;可 作 一 个 完备 玖 和 集 玉 呈 [e;B8, 鸽 nm 上 E 二 
a, 于 是 
C= [aj— ECSCa,B), 
是 稠密 开 集 , 且 有 
m= a mnE=AA—a—A 
= {BD rr a) 
一 rnte. By. 
5ii 在 [0,1] 中 构造 符合 要 求 和 的 可 测 集 EE; 对 于 区 亲 
[90,11,iE 二 1 一 1/27, 由 (可 作 一 物 窗 了 开 集 避 , ,使 
mG, 一 {1 一 训 } m0,1D 一 1— 1722， 
”127。 


对 fr 的 每 个 构成 区 章 (ap 又 如 上 法 可 作 笛 密 开 集 Ce 
cat Br ;使 
4274 一 [1 一 二) Ces Bi) 一 11 一 京 | tH 一 it 


记 Gu 一 这 /Gu; 则 有 CG 二 C0:: 且 
ze 一 mG 一 (1 一 至 | By 一 aa 
4 二 】 则 二 


1 i 
一 1 一 去 ja 一 去 | 
继续 这 一 过 程 ,对 G, 的 每 个 构成 区 和 间 Caw;B) ;在 其 中 作 午 
密 开 集 Guy 使 


mC 一 | 1 


1 
Cn 十 | (Bm et). 
记 G-rt 一 之 /Gu , 则 G 二 Gv+i 且 


mG — [1— tis]"G. — TI[1— oi] 
2 


i—1 
1 ,a 十 
2 nn 十 1 


于 是 得 到 一 询 在 L0,1] 中 稠密 的 递减 开 集 : 


GG DG 


令 E=]]G,, 则 EE 可 测 , 且 
好 一 工 
mE= liwmG, = limTl|1 一 
tim Li 
- 1 nn 二 11 1 
Bm[ 言 " 生 二 一 去 
《7 证 明 琴 满足 题目 要 求 .由 (iii) 知 


E~T[G..H mE 序 : 
m 1 


7 
{1 


* 1l28* 


任 取 开 区 间 4A 守 [0;1]; 由 Gu. 于 [0,1j 中 秽 密 知 ,A 门 E 关 2. 
设 to 后 加 门 五 , 则 每 一 (rn 均 有 一 构成 区 间 (ow:B%); 使 


ro EE (os Ba) mon ps) < 了 0 Cn 00). 


3 mo 使 zxo 捷 (Can Brat) A. 


让 
{ants Bos) 门 万 二 Ca si nt) | TiG,, 
有 
m[ Gomi Bd) N EJ= pw — mo 11 rss] 
or "LL 加 二 1 
更 
i 
工 一 II cn 一 [11(i 车 57 ] 全 小 
因此 mL Con sr Brn) 门 El] Qs 
ml Cant, nk 广 E> 全 。 
戎 maAN Ey 2 mL Cos Bs) 门 五 ] 0, 


mtlA 门 EE mL Bs) (NN BE] > 0， 
53. 49] 设 A1,A: 三 R",A 守 AAA 可 测 , 且 A 一 zp "及;; 则 
甩 : 为 可 调集 . 
证 由 机 守 A; 得 有 4: 二 ALUCA 一 A17 ,而 A 可 测 , 所 以 只 需 
证 有 ;一 A 为 可 测 集 . 
Y s>>0, 由 于 
Bi Ms 一 inimeCl4 二 Ce 为 开 侍 )， 
由 下 确 界 定义 , 习 开 集 GG 二 A:( 二 A,) ,使 
mr m= mA &. 
再 由 G、Ai 可 测 及 4A: 一 A1 守 GG 一 A 得 
DO mm" CA C— ALY 
< 一 4 一 ICG A=mG— mA, < e. 
。 129 * 


由 的 任意 性 知 如 ”54 一 4 一 0. 

故 及 :一 A 为 可 测 集 ( 零 测 集 ). 即 有 4 可 测 , 且 

mA CO nA A) Oo mAl. 

[3.59] 设 在 [9:1] 中 作 点 集 : 

一 {+1 在 的 十 进位 制 小 数 表 示 中 只 出 现 9 个 数码 }. 
试问 区 的 测度 与 基数 是 包 少 ? 

解 不 妨 设 在 = 的 十 进位 制 小 数 表 示 中 不 出 现 数 字 *1?7( 我 
们 约定 采用 0. 1 一 0. 0999.… 0. 31 一 0. 309998. 等 表示 ). 干 是 可 
仿照 “Canhtor 方法 ” 作 一 开 集 局， 


G= Bc.. 

其 中 ,二 (0.1,0.2) 是 将 [0,1] 分 成 十 等 分 所 得 的 第 二 个 开 
区 间 ,显然 C 中 任 一 数 其 小 数 点 后 第 一 位 数字 是 “12?; 将 [0.1] 十 
等 分 并 去 掉 Gi; 后 所 余下 的 9 个 区 间 分 别 再 十 等 分 ,各 自 的 第 二 个 
开 区 辣 之 并 记 为 Gs,Gz 中 任 一 数 , 其 小 数 点 后 第 二 位 数字 是 "1”; 
…, 将 余 的 97! 个 区 间 每 个 进行 十 等 分 , 取 各 自 的 第 二 个 开 区 间 ， 
它们 的 并 记 为 已 , 则 GG, 中 任 一 数 , 其 小 数 点 后 第 位 数字 是 "1”， 


令 E 王 [50,1j 一 GG; 由 G 的 作法 知 ,KE 中 和 任 一 数 , 其 小 数 点 后 任 
一 位 数字 都 不是 *1”. 与 Cantor 集 的 性 质 完 全 类 似 地 ,我 们 有 
《五 是 完备 集 , 且 具有 连续 统 的 势 -. 
(DD 五 是 玻 集 (不 售 任 何 区 间 ). 
《iiiy 五 可 测 , 且 短刀 一 0. 事实 上 有 
mE= 1 mG 


-1 一 PmG ~ 1 2 Fe 
a= =1 


| 
请 
| 


| 
证 
| 
已 
| 
如 


* 了 30D * 


[3. 51] 以 Cantor 集 的 每 一 点 为 中 心 , 画 长 为 (0, 1 的 开 区 
间 , 试 求 一 切 这 种 区 间 的 并 集 之 测度 . 


解 ” 记 这 个 集 食 为 巨 , 则 由 Cantor 集 的 构造 相知 (如 图 ) 


1 1 ,1 2 1 1 ,1 
E= | 壳 , 言 十 壳 |U |[ 辣 一 高 ,于 十 | 


20 
U | 半 一 却 ' 记 二 页 |U 3 一 页 十 赴 | 
. mp 一 4x | 十 + 台 一 并 
0 1 2 1 
3 3 
用 3 一 疡 


[3. S2] 用 (ap (as 加 )、 aa 表示 闭 区 闻 o,.]] 
上 测度 为 0.f 的 完备 芍 集 五 的 邻接 区 间 5Cinf 玉 一 0,sup 瑟 一 1) ,以 


每 一 点 at 为 中 心 画 长 为 二 (6 一 a) 的 开 区 间 wo, 记 集 
G = | Zu) | {2%). 


试 售 计 避 的 测度 ,并 回答 侣 是否 禾 瘟 E? 
解 ” 依 题 意 


TCF Drm; 十 mr, 


3 有 ; 如 | 一， 
一 之 


ol 


i=l1 


| 


去 全 一 wa = 去 [1 mE] 
= 


-1 
zl 0.6> = 0.2. 


即 mG0, 2. 而 mE 一 0. 86>mGC; 所 以 侣 不 可 能 稳 盖 玉 (…… 若 
二 二 旭 应 大 za 五 < 他) 


[3. 53] 试 还 民 " 中 ,wn 一 1 维 超 平面 
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P= {rsTar Tn | 一 0 一 0 cof = 3 


的 洞府 为 0. 
解 “ 令 卫 一 人 已. 其 中 

Pi 一 【ri 一 0 一 此 < 一 23 
对 Y tr0 作 器 维 开 区 则 大 


一 .。 | 2 
I 二 1 CT "| | xi 一 ». 大 十 3 1 | 过 是 十 1， 


i 2,3,,n}, 
PACERm1,2,..) ,用 


(1711=&. 


。 Ze : 
nt PP; < | 天 | 一 2 《下 十 TiL2 


由 上 的 和 企 意 性 知 阅 PP 一 0, 即 PP 为 零 测 集 . 故 为 零 测 
保 ,mr 成 一 站 . 

[3. 54] 设 豆 是 [o,1] 中 的 全 体 无 理 点 所 成 的 桌 ， 

《1) 求 mm 五 

《2) 击 内 外 测度 的 定义 ,考察 其 测度 与 1 任意 接近 的 售 于 五 
内 的 闭 集 及 包含 巨 的 开 集 的 构造 是 怎样 的. 

解 (1) 设 妨 为 [o,1] 中 的 全 体 有 理 数 所 成 的 集 , 则 姜 十 包 一 
[0,11,EQ= 

到 已 知 入 一 0. 于 是 下 二 [0,1j 一 外 可 测 , 且 

mE = mio0,1|]— m= 1. 
C2) 先 作 测度 与 ] 任意 接近 的 包含 的 开 集 , 取 G 一 (0,1} 或 


行 ; 去 ) 即 可 . 


c 一 饼 | 
再 作 调 度 与 1 任意 接近 的 念 于 五 的 打上 集 ， 记 久 一 1ryryy…)， 
对 er0, 作 


{7 一 [一 mt | 
将 2 2 
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E [3 
则 me 和 Sm| re 


是 一 上 


现 令 下 二 [0;1j 一 上 Go; 因 信安 C 所 以 天 到 二 ;和 肥 因 必 。 是 开 集 ， 
所 以 天 为 了 团 集 , 且 有 


-六 三 =。 


nl 


11 一 £，, 
而 任意, 胡 FF 的 测度 可 以 与 1 任意 接近 . 
[3.55] 作 50,1]X※[911] 中 的 点 集 . 
EE 二 {triy}17 与 至少 有 一 个 是 有 理 数 }， 
解 ” 因 和 才 记 一 {Czy)|z yw 都 是 [0,1j 中 的 无 理 数 } 
=— EX Eo,. 
其 中 所 是 [0,1] 中 的 乱 理 点 集 (1 二 1,2), 于 是 
nEO] {r= 1;2). 


因此 
mE 一 mE XxX EE) = mE XX mE; 一 1 定理 3 5} 
确 到 可 测 , 且 
mE~1— mE))OQm1— 1=~=0. 
五 . 若 于 杂 题 
[3,56j] 试 在 Ri 中 作 一 个 由 某 些 无 理 数 构成 的 闭 集 扯 ,使 
mr > oO. 


解 取 瑟 一 [vv2,1+w2]: 则 互 的 两 个 映 点 是 无 理 数 县 
丈 五 近 1. 玖 内 的 全 部 有 理 数 记 为 
rr 
下 面 我 们 构造 含 于 到 的 一 个 开 集 GG, 且 
Qs {SG. 
第 一 步 :以 i 为 中 心 ,以 无 理 数 
mn] v2 nlll+ v2 — nl,v ?2/2 
为 半径 作 -个 开 区 间 
C= nO styrl 十 El) 
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第 二 步 ; 以 外 一 G, 中 下 标 最 小 的 一 个 六 为 中 心 作 一 个 开 区 闻 
G; 使 其 半径 为 不 超过 V3 /2? 的 无 理 数 es>0, 且 G1Gs= 2 ;1 


第 ” 步 :以 刀 一 之 'G 中 下 标 最 小 的 一 个 有 理 数 xi 为 中 心 作 


一 个 开 区 间 Go 使 之 半径 为 不 超过 v2 /2**!' 的 无 理 数 6>0, 生 
GA = = 2 11) 


令 G 一 之 /G., 则 显然 G 为 开 集 , 且 每 个 G 为 其 构成 区 间 , 册 
G, 及 口 的 构 必 知 ， 
CR= {rr}. 
了 下 一 E 一 G, 则 下 是 闭 集 ( 其 实 是 完备 集 ), 因 EE 中 全 部 有 理 
数 均 会 于 ,所 以 六 尽 由 无 理 数组 成 
因为 


所 以 
mF mE mG1— v2 /2 ~ 0. 

帮 去 为 所 求 之 和 集 . 

[3- 57] 设 五 是 直线 上 一 有 界 集 合 ,ma 五 汪 0, 则 对 YY cdo<ce 
一 me 下) ,3 EE ,使 mE 一 c.( 访 性 质 称 为 泊 测 度 的 介 值 定理 ) 

证 因 玉 有 界 , 所 以 有 闭 区 间 [a;,58], 使 

ECC[asl]. 
(i 先 证 下 述 引 理 : 若 EC[a,58j 且 mm" 五 0D, 今 
E: = ENMT[ar] (rE Lass]). 

并 设 FFCz) 一 和 "五 。, 则 A(rT) 是 [a,#1 上 单调 不 减 的 连续 请 数 . 

事实 上 , 因 

E=ENMt{a) = {a}, E=ENM[a,s]=E, 
则 flay = 0, f(b) = mE. 
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当 rr EE La :Pl 
E, 一 五 门 [azrc 五 NM Lass 一 E.,. 
出 外 测度 的 音调 性 有 
fr) 一 mm Er Em’ Es, = Fra). 
因此 ,rzr)? 是 单调 不 减 画 数 . 而 
Fra — Fr mE a 设 2) 
— mE, UEN Lard — mE,, 
< 下 门 [rz]) En [rr = Xs — Tl 
BE 
因此 
[fer) — Mx) | |]z — xal: 
于 是 ;让 zi 为 La, 上 上 任意 一 点 .rzrzr 一 并 az 二 [ab , 则 有 
[Fr 十 ar) Oo F(z) | |Ar|, 
大 FI 十 BA 一 FTCAzT 一 0); 即 fir) 在 La,b] 上 连 续 . 
《ii) 再 转 证 本 题 : 由 Cr) 在 [a'5] 上 连续 ,对 Yecs0<c 一 
7 "五 , 即 ra<c< 一 ro 册 闭 区 间 上 过 续 廿 数 的 介 值 定理 , 习 rn 
和 (as:5)， 捷 
fr 一 c 即 到 ”五 门 [ozo) 一 
现 证 五 ;一 歼 让 [azro], 显 扒 EF, 夺 E. 命题 得 证 - 
注 ”本题 作 连续 函数 
Fr 一 ra EC~m EN [a,z]) 
的 方法 很 重要 , 引 理 中 的 “”” 换 为 "mm” 结论 仍然 成 立 . 利用 该 函 
数 讨论 各 种 测度 的 连续 性 时 十 分 有 用 . 
L3. SS 《测度 的 介 值 定理 ? 设 互 为 民 : 上 的 可 测 集 . 且 E> 
0;, 央 YH ct0<c<m5) 有 界 可 测 集 五 o 皇 已 ,使 亚 五 。 一 < 
证 由 于 可 测 集 互 不 一 定 有 因 . 所 以 全 
五 , 一 五 门 咎 一 ma] 人 一 1 2.…》， 
则 到 可 测 ,E 守 Es 守 … 守 EE, 守 …, 且 有 
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E= DE.. 


n=1 


由 定理 3. 3 知 
limmE, =~ mE~cecmO (te mE). 


由 极限 的 保 号 福 ,3 mm 全 0 使 
mE, > Cc. i mE,, 一 cot 0), 
而 已 , 为 有 界 可 测 集 , 且 
五 。 一 EMT nmol 工 一 woymo]. 

作画 数 f(x) 一 mE: 一 mm (EB,, 门 [一 R20] ， 
则 由 上 题 的 引 理 ,有 0 所 Cr) 入 co; 且 (Cr 为 [一 rose 上 单调 不 
减 的 连续 函数 ,fC( 一 20) 一 0,7Cn0) 一 En 二 co， 

吉 本 zo 和 《一 fosia2y 司 T0) = 二 mB 二 5 

令 殖 o 一 已 一 至 门下 一 aoyxzo 宇 吾 , 刚 Eo 为 符合 要 求 的 有 界 可 
测 集 . 

[3- 49 设 歼 为 恨 : 上 的 可 测 保 ,mm 瑟 0 而 0 一 cr 一 mm 五 , 负 存 
在 有 过 完备 集 五 ; 它 玖 , 鸽 mE 二 c. 

证 证 0c 二 mE; 隘 吕 :0<c 芝 Cc 之 mE 由 上 题 知 , 存 在 有 界 
可 测 集 者 二 EE 使 到 4 一 a 取 二 一 1 一 c 汪 0, 由 于 4 可 测 , 应 有 

MA 二 sup{imFlF COCA,F 为 闭 集 }. 
所 以 由 上 芋 确 界 的 性 夸 . 对 60 悦 闭 集 于 A, 使 
mF ~ mA 二 ro Ce 5 = ce. 

由 于 有 4 有 界 可 测 ,F 叶 A, 所 以 ,Ff 县 有 上 幸 闭 上 集 . 于 是 存在 际 区 

间 [ea ,5 一天, 令 
F,= FN [Laxrl, Fr) = mF,, 
路 有 Fla} 二 0,， (B52 一 mF ee. 
由 题 [3. 57j 中 的 引 理 知 xz) 是 La,6] 上 的 连 纺 通 数 , 故 由 介 盾 定 
理 知 , 当 0D<cc<cm 玉 时 , 必 了 ooE ras5) ,使 
Coy 一 me, = ¢, 
其 中 所 -一 五 门 ta:zro 是 有 界 闭 入 ( 是 闭 音 之 交集 ). 
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由 于 直线 上 任 一 闭 集 可 表示 为 一 完备 集 与 一 孤立 点 集 之 并 ， 
所 以 ,3 完备 集 El 度 至 雾 可 列 集 (孤立 点 集 ) 五 ,使 
F, =E+D. 


以 而 mn 十 mnD = mEl. 
又 五 。 之 五 ， 即 mF 1 
故 有 mE = mF, = cc. 


其 中 五 ; 是 有 界 完备 集 , 且 
ECF,CSFOAGE. 
[3. 60] 设 E( 生 RR') 为 正 测度 集 , 则 
(1) 卫 xT 人 EE 使 |z1 一 zs | 为 无 理 数 . 
(27 3 rrzE 吾 , 合 1z 一 zz 为 有 理 数 . 
证 《1) 由 于 天 五 六 0 得 知 扎 具有 连续 统 的 势 <. 
现 取 广 ! 扬 睫 ; 作 集合 : 
{fz 一 工 ||z 和 五 一 4 
则 4 与 五 一 {1z) 一 一 对 应 , 即 4 亦 具 有 连续 统 的 势 . 
压 |z 一 了 1xEE) 不 可 能 人 金 是 有 理 数 . 即 习 fs 后 五 ， 使 
[zi 一 Xz | 是 无 理 数 . 
2) 证 法 一 ) 
由 题 [3. 59], 存 在 有 界 完备 集 五 ' 安 瑟 , 使 
mE 一 CVD < mE). 
不 妨 诬 EES[— NN {NY 1). 
将 [一 1,1] 中 全 部 有 理 数 排列 汶 {ri,rz，…*} ,对 玉 , 作 平 称 变 


搂 : 

EI OS iE En lB 
记 HED 一 EW {tno=s 1l2,). 
由 Ei 移 可 测 性 及 测度 的 平 称 不 变性 ,有 

mE 一 mE 一 CD (n= 1.2,.). 

伍 4r,.[ 持 1 所 以 
EE NelN+1] 一 1 2 1). 
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从 而 了 [一 人 一 1 二 
+n 二} 


根 设 对 ¥ NENGam), 均 有 EE 站 NE 一 说 ， 
刚 有 有 
2CN + Do=mf—- N11 N+1m( DPE") 
本 一 上 


| 


这 mim CEI" 两 两 不 变 》 
mn-1 


一 十 二 -十 zx 十 一 十 co. 
这 一 蔬 盾 说 明 前 述 候 设 基 不 可 能 成 立 的 .因此 ,了 no wo 
《ao 天 zan7. 使 i 站 EI 站 人 7. 故 不 妨 设 
To € Er NM Et™, 
由 zo 所 全 融合 


CT 一 Zorro 一 之 十 ray 
由 zo 蕊 忆捷 已 ,使 
Pr, CIE) 一 Yo To = Ta rm 
于 是 ,zx 一 | 二 上 一 rm | 为 育 理 数 ,x .71 E. 


(证 法 二 >》 
潮 五 中 的 点 进行 如 下 分 类 :VY rt E 王 Cr zz) ， 若 .一 为 
有 理 数 , 则 规定 x. 一 xz2t71.7; 属 同 一 类 ). 
在 此 意义 下 ; 颇 中 所 有 点 被 分 成 互 不 相交 的 类 天,， 
巨 二 这 JK。 【其中 44 为 指标 集 ). 


rp 

在 每 个 类 下 ,中选 一 点 xz, 为 代表 :组 万 集合 El, 则 El 守 EE. 

由 mE>0 及 下 的 作法 知 EE) 为 不 可 测 集 ( 见 郑 维 行 、 王 声望 
编 * 实 变 隐 数 与 泛 函 分 析 概 要 》 第 一 攻 P46 一 48, 关 于 一 维 不 可 测 
集 的 例子 及 其 构 作 方法 ). 若 五 中 任 二 点 之 差 均 不 是 有 理 数 , 则 每 
个 类 天 。 促 食 一 点 te 从 而 瓦 ,一 抱 . 但 已 知 三 可 放 , 五 | 不 可 调 . 因此 
五 ;一 五 不 可 能 成 立 . 鼓 至 少 有 一 个 类 天 ,会 南 个 避 上 的 点 . 

即 有 = 所 五 ,1zr 一 和 | 为 有 至 数 ， 
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[3. 61] 《tiy 证 明 测 度 为 零 的 非 空 闭 集 为 玻 集 . 

2) 车 将 团 集 条 件 去 掉 , 结 论 是 否 成 立 ? 

(3) 若 msm 区 一 0, 则 党 玉 是否 为 稠密 集 ? 

证 ”(1》 设 闭 上 集 天 隆 全 ,而 E 不 是 琉 集 ,; 则 到 ( 叶 ER) 中 至 少 有 
一 个 区 间 

[arbl EE Ec < 二) EE. 

。- mem[abl—b—a>o. 
这 与 十 设 韦 盾 . 

前 王 必 为 梧 集 . 

《22 若 猛 闭 集 条 侍 去 掉 , 缚 论 一 般 不 成 立 , 如 有 有理数 集 是 筒 禾 
的 可 测 集 ， 

“32 可 以 断定 ,车 wn 太一 0， 则 < 拟 瑟 为 铜 窗 集 . 事实 上 , 设 五 
《SR 为 从 测 集 .W TEE 在 (rz 一 1,X4 十 1) 中 必 有 一 点 xi 娘 语 五 ， 
不 杖 的 话 , 整个 tr 一 1 ,x 十 1) 咏 E, 则 mE 之 mt{tz 一 1,7z 十 1) 一 2， 
了 矛盾 了 阿 样 , 令 


ec 一 min{ 十 ， | 工 一 工 | 上， 


在 tx 一 gy 了 TT 十 82) 中 民有 一 点 TE 吃 包 Er 

令 Emintl/ns |r.z 1|}, 
必 有 ri: 

I rE EE. 
如 此 继续 下 去 ,得 到 
{x CO EE oo). 
由 xz 大玉 的 许杰 性 知 
EF (WEY. 
EE= EL (EE OFEUESR. 

故 ” 唔 至 是 有 :中 的 稠密 集 ， 

L3. 62」 闭 可 测 集 玉生 [一 1,1], 且 mwE>1, 则 存在 可 测 集 
BC 使 mE1>0, 且 EE, 是 关于 原点 对 称 的 集合 . 

证 令 A=FNME6,1], B=E& 门 [一 1.0], 
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显然 ES=A+ BB. AB {0}, 
AB 拘 可 测 , 且 mA 所 1,， mB 各]1. 


| mA 和 mB 二 mE > 1, 
所 纪 mA >> GmB 2 0)., 
和 作 和 集 关于 原点 的 对 称 集 

A = {vy|y =— x EA. 


则 三 5 一 1;0j:; 且 由 测度 对 运动 的 不 变性 (运动 系 措 平移 
或 对 称 友 射 ) 可 知 
mA = ld 人。 


于 是 有 

mA B= nA 二 mB 1. 
从 而 4 有 一 1.0]， mA +mnB 1. 
但 


mA UB Em Oo 110 = 1.(t 有 召 生 [一 1;0]) 
固 此 
mA NN B=mA Fm nA UB oOo. 
i 记 D=A" NB My 
DCBOE, 
DD = {reas yy EE i}. 
El!:= 人 DD:. 
由 于 上 三 8, 有 重 DCCA'—>D’CA,. 则 
LBA=E. 
故 五 ! 关于 原点 对 称 C “了 与 厂 " 对称 ), 且 
mE 二 mmDi 和 有 ”一 SmD = 2m{A* 门 号 全 站 
(站 门 五 "DJ 
注 作 集 号 ,时 很 容易 产生 - -个 误解 ,向 认 关 m4 一 mi" 0， 
有 征集 4 与 44' 基 热 关 于 原点 对 称 , 因 此 令 一 AUA'. 这 是 错误 
的 ,因为 尽管 有 4 守 E,; 人 得 A 中 的 点 不 一 定 爹 会 于 EE, 从 而 这 样 的 
五 , 不 一 定 是 五 的 子 集 . 
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[3. 63] 设 可 测 集 巨 生 Rom 人 0 则 习 了 生 五 ,使 对 Y GD 0， 
有 
mENM (Cr dr + 0. 
证 用 反 证 法 :, 栖 定 对 YE 疡 司 人 0. 使 
mEN Cr dr i) = 0. 
我 们 在 此 假设 之 下 将 导出 太一 0, 与 题 设 玉 盾 . 从 而 命题 得 证 . 
命 EE, A 站 Ln 一 1;2,) ,其中 
t= [nVU [Ln 1,n] 
为 闭 集 . 
则 有 五 一 DE,, ?入 五 < DnE,. 


日 一 】 


且 每 个 瓦 , 为 有 界 可 测 集 ,下 证 EE 二 0. 
车 已 ,一 厅 , 则 显然 m5, 一 0. 
若 玖 , 尖 放 ,出 用 如 下 方法 作 了 的 开 复 盖 ， 


I DU,. 
1 = 
其 中 ,Do 是 开 区 间 族 ,该 族 不 但 包括 全 部 与 户 无 公共 点 的 开 区 
间 ; 而 且 还 包括 所 有 满足 下 述 条 件 的 开 区 则 TT: 
二 ,可 必 

UD 一 (二 
使 EL 和 且 由 根 设 

zt 门人 + 一 省 :7 十 全 )) = 0. x) 
具 而 由 有 限 复 盖 定 理 知 


[3 
3 a ers 1, jyU,. 
“一 1 
于 是 
3 
mE, = m(E NN 1) <: > jmtE 门 7 一 0. 
=1 


《 因 ENU, 一 名 或 EN 类 扩 3 但 满足 (x ) 式 ). 
[2 =] so) 
因此 
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mm Sme, = 0， 


即 rE 一 0. 这 与 是 设 中 的 mE 汪 0 相 牙 盾 . 

[3.54] 设 厢 油 集 二 于 (0,1), 车 3 00, YY arp 
0,1) 有 mENta yatp—a), 
则 me 一 - 了 

证 由 互生 40,1)? 知 1, 所 以 只 要 证 明 mm 之 1 不 成 立即 
可 . 我们 用 反 证 法 完成 这 一 征明， 

设 吉 E11; 邻 A4 二 (4011) 一 巨 , 则 4 为 可 测 集 . 由 于 于 00,1)， 
所 以 

mA= m1 Elm0,l}y— mE=1— mE 0. 

a0; 则 am 0. 

现 联 二 amA/2 汪 0, 则 上 由 于 

RA 二 inffmG| 有 A 二 GG 汶 开 集 }， 
由 下 确 界 定义 ,存在 开 集 人 ,上 且 #4 生 G00,1),; 使 
mt < md 十 ES 

从 而 


m4 乓 mmG<m4 二 一 mA 十 让 or 一 1 1 土生 ja4. 


但 此 是 开 集 , 设 其 构成 区 间 为 asp , 则 


G= mB). 
#4 二 1 


由 题 设 ,VY Ca; 让 守 (0,1), 有 
mE Ca 2 ath — a). 
所 以 


mE NGO= ml OENM Cm,p,)) 
二 
一 一 jm(E 门 (Co 8.) ) = Da 一 0 


有 


a > 8, 一 | ~— an 
遇 
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而 
C= OD NG= (ENGIU CANMG.H AGG. 


于 是 
bb t+ omA>mG = mENG 十 和 4 站 G) 
Sam 十 mA 
amA 二 + mA = {二 omaA. 
帮 守 ala>0). 这 是 不 可 能 的 . 
这 就 证 得 五 < 不 成 立 . 即 应 有 一 1. 


[3.65] 设 { 开 小 为 及 " 中 的 可 测 集 烈 , 且 人 /到 有 界 ， 
则 


(1) ma limE,) limmE,. 


2) ml TmE,) Slimn EE,. 


证 《1) 因为 mE, 一 之 1E,， 


而 (] [EE;) 为 递增 可 测 集 列 , 所 以 ,由 定理 3. 3(4) ,得 
t=" 


~ 


m{ lmE,) — m{ DIT [E) = lipmn{ TE:). 


Pepe ml 


又 由 1 到 , 让 


mf [有 < nb. n= 1 
因此 
limam{ TE) 一 limm( LEE) < lanmE,. 
(因由 数学 分 析 知 ,车 二 数列 (z) 1y,) 满足 之; 则 limz 过 


lim,y.) 
故 zf limE. < limmE.,. 


A 
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<2) 因为 THEE. 一 工 | 之 六 ， 


而 { iE,) 为 递减 可 出 和 集 列 ,于 是 有 
ml TimE.) 一 limozf Tp,). 


Ho 2 


而 之 ;已 一 巨 ,， 则 


m( OE) > mE no 2 


因此 
lm DE) -Im( 2 已 )> Mime,, 
帮 al iE fim Ee. 
[3.66] 举 出 一 列 可 测 集 {EE.), 含 在 -个 有 限 区 间 中 ,及 
Iim 达 -存在 ;得 


m{ ET) 天 zf limE.). 
解 ” 考 察 如 下 集 列 


E [一 1 一 全 9 no 1 35 

[ot i) 

显然 二 (一 2,23), 即 {FE,} 为 有 界 可 潮 集 列 、 

9 me TI( SE.) 
- {1 1 一 六 ,二 元 
n {TT 一 :一 1 六)) 
一 [一 1,1] 
于 是 


| =。 144 


而 limE, 一 六 | 人 TB) = D0 = {0}. 
国 此 "| 一 mn} — 0. 
页 "lime 科 了 | 三 。 


[3.67] 设 无 安民 且 存 在 ae.0<<a< 1 ,使 得 对 于 任 一 开 区 间 
(ea 者 存在 开 区 间 列 (已 ) ,使 
EN a,bd) CC SL,, Sn) < ho aa. 
4 一 1 


二 二 1 
试 证 mE 一 0. 
证 (上 反 证 法 } 设 mE 了 0, 即 到 "太守 0;, 则 由 于 
m= inf{imnG|E SCGG 为 开 集 }， 
依 下 确 界 性 质 , 对 


-mE ~ 0, 
应 存在 开 集 忆 三 王 , 使 


mm 五 -二 一 


役 (a,B,) 为 G 的 构成 区 阿 , 即 
G = Doe,p). 
自 题 设 , 对 每 个 (eB ,3 开 区 间 列 {) ,使 
EN (a8) EE Sn, SI) < 8, 一 aa 
于 是 和 
mE=m" ENG © © md 让 Sa) 
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| Sen co 
了 (EM Cop )) 
Dm 3» | 
Typ 过 和 .1 


Dap 一 8) = oo. 
3 


vy 


"1 "GC— 


mE 人 Oa. 

印 s2 区 二 zm * 忆 . 这 十 不 可 能 的 . 

胡 冯 丘 一 0 

3. 6568] 试 证 ,每 一 非 室 完备 集 互 必 彰 有 一 个 测度 为 零 的 非 
空 完 备 子 集 瓦 ,. 

FE 分 析 ] 设 瑟 为 非 空 完备 集 , 即 吾 天 也, 且 殖 一 于. (E 的 每 个 
点 都 是 五 的 极限 点 :及 之 亦 然 ?苦力 开 一 0 则 结论 已 得 . 若 mEE 半 
0, 我 们 构造 出 一 个 闲 集 下 叶 E, 使 rs 一 0. 由 于 直线 上 任 一 财 集 可 
表 为 一 完备 集 与 一 孤立 点 集 ( 至 名 可 烈 ) 之 并 ,次 有 完备 集 El 富 下 
及 至 害 可 列 集 了 号 衬 户 ,使 

下 一 五 | 五 . 
从 而 ECFCE,O0RmE 人 mF 0, 
即 mE 一 0. 要 使 E 非 空 ( 即 El 与 [0,1] 等 势 ) .就 必须 已 具有 连 
续 基 数 , 故 我 们 的 任务 是 要 作出 吾 的 一 个 非 空 闸 子 集 让, 且 
mF 一 由 天 一 LO,1]. 

证 ki 设 巨 非 空 完备 , 且 m0(m 忆 一 0 结论 自然 成 
亦 ) 则 三 为 不 可 列 集 ,于 是 可 到 1.royz)C 五 ,zo 天 is 作 小区 间 人 
‘一 0117, 檀 
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x EB = 01), m6, < 172201 ~ 0,1). 
且 高 门 负 二 名. 注意 页 ,六 为 不 可 列 闭 集 5 是 闭 区 间 ). 

由 于 xzoszri 为 五 的 极限 点 , 易 证 互 门 间 和 五 门 纪 均 为 不 可 列 集 
《EN 是 完备 集 与 闭 区 间 的 非 空 交集 ), 记 其 极限 点 的 全 体 分 别 
为 产 。. 疡 , 则 已 (一 0,1) 为 非 空 完备 集 , 且 

P. 守 E, mpP, & 天 区 < lo = 0,1). 


并 且 有 王 s 门 己 , 盖 好 ,于 是 


(ii) 对 每 个 P, (i 一 0,1) 施 行 同样 手续 ,得 出 4 个 非 宝 完 备 集 
Pot 一 0,1; i 一 0,1), 满 足 
Pr, Po mpPi,, TT 1/2', 
Pi NN Pi = 多 (1 关 ii' 或 jo 芭 io'). 
(ii)y 再 对 每 个 PP,,, 施 行 同 样 的 手续 . 如 此 一 直 做 下 去 ,得 到 一 
列 完 备 集 :PP,(2 个 ) Pit 个 ,Pi (2" 个 ) 
二 901 二 1412,…). 且 有 


Pi SE Po EE, mP,., SB 1/2”, 
Pi Pi 二 古 (至 少 有 一 个 刘 斑 人 
(iv) 现 令 
,二 的 


风 呈 之 4 之 之 4 县 
mA, 一 2 omP,.,, < CTA22 


= 1/2"tn 一 2) 


再 令 F=1]1]a., 


则 五 就 是 我 们 所 要 构造 的 财 集 .事实 上 .因为 天 安 4 安 严 , 所 以 
Om mA, Pn om 1,2,.), 
147. 


mr 0. 
又 因 4. 是 闭 集 ,所 以 ,F 为 ( 闭 集 的 可 数 交 和 集 ) 闭 集 , 而 每 个 
0,1 序列 (ito 2) 所 对 应 的 完备 集 列 
P,P Pw, 过 


至 少 决 定 一 个 点 
TE Prn 12 


机 1 


于 十 有 
下 一 {zd E HI Psi = O01sn = 1,2,.). 


亲王 :FL0,1]. 
故 我 们 已 构造 出 鼎 的 一 个 测度 为 0, 且 与 [0,11 舌 的 章 闭 子 集 
天 . 再 由 前 面 的 分 析 ,命题 得 证 ， 
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第 四 章 可 测 郴 数 
内 容 提 要 


[ 定 光 4-.1] (7 设 五 为 及 "中 的 可 测 集 ,zz 是 定义 于 扎 而 
取 值 于 广义 实数 系 及 二 RU{ 一 喇 , 十 co} 的 实 值 哨 数 . 我们 规定 如 
下 记 法 : 
ELptr)jAa {rEE|Ir 具 有 性 质 pCx)}. 
由 此 不 难看 出 : 
EL/ eg] 一 1 全 五 | Jr)avacE 充 }. 
此 集 还 可 篇 记 为 EL 丫 >aj. 类似 地 ,可 以 理解 
El[f—al,E[a <b 五 [al] 匹 [LF 一 co 
等 等 . 
2) 若 了 为 非 负 函数 , 则 称 下 述 RI 中 的 集合 
GOES MAICr AI ER z= Cr rz 7 ) 
EECR Oz fr 2 ER'} 
为 .Cr 在 瑟 上 的 下 方 医 形 . 
[ 定 光 4.2] 可 测 函 数 的 第 一 定义 : 
C1) 设 了 (Cr) 是 定义 在 可 测 集 互 上 的 实 值 一 数 ， 


车 E= ZE,E 可 测 G 一 1.2,… ,nn) ;是 
firme TEE,. 
中 称 F(x) 为 玉 上 的 和 阐 单 函 数 . 
C2) 设 {pt7)} 量 睛 上 非 负 简单 函数 列 , 满 足 Y rEE,Pp(r) 
T1121 
(TD 一 limp《x) (了 显 热 是 非 负 函数 》， 
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则 称 六 xz? 为 可 测 集 五 上 的 非 负 可 测 画 数 . 
(3) 一 般 , 者 Arzr) 为 可 测 集 五 上 的 实 值 画 数 ， 


A pe )= {1 ftir 0 
和 To. 当 fr) EO 
_ — f(r), 当 fr)0 

了 = 当 (zzz 


显然 Frz) 一 入 人) 一 Cr 其 中 广 (zl Cr) 都 是 非 负 画 数 . 
邵 果 廊 、 广 都 是 五 上 的 可 调 范 数 , 则 称 FFCz) 为 瑟 上 的 可 测 函 数 ， 
简称 (zz) 可 测 函 数 . 

[ 定 党 4.3] 可 调 函 数 的 第 二 定 文 ， 

设 rr) 是 定义 于 可 测 集 互 而 取 值 于 广义 实数 系 的 实 值 函 
数 . 车 

Y aeER， 集 五 [ 广 >a] 可 测 (Z- 可 测 )， 
则 称 Frz) 为 疡 上 的 65) 可 铀 函数 . 

注 1 我 们 将 在 本 章 的 有 关 题 解 中 给 出 这 两 个 定义 的 等 价 
性 证 明 . 可 测 函 数 的 第 二 定义 应 用 起 来 很 方便 ,因此 在 贞 下 才 述 
中 ,我 们 将 以 定义 4.3 作为 可 测 函 数 的 基本 定义 . 

2° 在 定 文 4.2c2) 中 ,简单 生 数 列 的 极限 函数 不 一 定 是 简单 函 
数 , 其 至 在 某 些 点 极限 函数 /tr) 可 能 为 必 . 然而 ,简单 函数 一 定 是 
可 测 函 数 . 

3° 非 负 可 测 函 数 显然 是 可 测 函 数 , 所 以 非 负 可 测 画 数 具 有 可 
测 函 数 的 一 切 性 质 . 

4 可 测 集 上 上 的 常数 函数 是 简单 前 数 ,所 以 是 可 济 函数 . 

[定理 4.1] 可 测 函 数 的 若干 基本 性 质 . 

£1) 以 下 各 条 相互 等 欠 : 

4 tr 在 五 上 可 测 , 即 Y aE R'E 上 个 >a] 可 测 . 

CD W aeERI: 瑟 LAa] 可 调 . 

CD ¥ ea 所 RE 可 测 ， 

Cy) YaERI:ERLFsoq] 可 测 ， 

tv YadtE RR ,ah Ea] 可 测 . 
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(yi) ¥ rEDECR',D=R':EL/>r]1 可 测 . 

特别 Y r 所 急 ( 有 理 数 集 ) :EEA 人 >r] 可 济 . 

(vii》 存在 简单 函数 列 {9C77} lim 多 Cr) 一 了 Cr 

《2) fix) 在 EE 上 可 测 的 充 要 条 件 是:f(r) 可 表示 为 二 非 负 可 
测 语 数 之 莽 ( 即 可 测 汕 数 的 两 个 定义 等 价 ). 

03) 了 CTD 为 丘 上 的 非 负 可 测 卫 数 欧 充 要 条 件 是 :7 在 上 的 
下 方 图形 Gf{EFE; 让 是 Rt! 中 的 可 测 集 . 

(4 设 fT) 为 玉 上 的 可 测 函 数 , 刚 

ELf=altatE RD). ELF<oo].、 
五 [了 一 co ELA> 一 co] 友 [LAF 一 一 ce] 

和 为 可 测 集 . 

5) 若 了 在 瑟 上 可 测 ;El 是 玉 的 可 测 子 集 ; 则 在 EE 上 可 
测 |. 

《6> 设 了 在 五 ;UE: 上 有 定 闪 , 且 上 在 互 ,一 1,2) 上 可 测 ，, 则 
-Cr 在 五 LU 上 可 测 . 

注 这 些 性 质 的 去 部 分 证 明 将 在 以 下 题解 中 见 到 ,其 余 证 明 
在 一 般 《 实 郴 ?% 教 科 书 中 可 以 查 到 . 

[定理 4.2j 可 测 本 数 的 运算 性 质 : 

12 设 了 rr) 都 在 五 上 可 测 , 则 瓦 [六 =] 为 可 测 焦 . 

C2) 设 Fr7gCzrl 者 在 二 上 可 测 . 则 画 数 

CTICE RD rT ET Er) gr Ty |, 
rm /gle (ro wa.e. 于 EY) 

都 是 玉 上 的 可 测评 数 . 

(3) 训 1{/.4z)} 是 到 上 的 可 测 通 数列, 则 下 列 函 数 

{1) CrsSupf ur); 《>》 CrY inffa Cr)s 


《iii》 limf, Cr); Civ) lim /Cry; 
Cy} A 一 limf(r)( 如 果 极 限 函 数 存 在 ). 


郁 二 巨 上 的 可 测 锁 数 . 
C4) 设 fCry,g(t7) 是 EC(CR") 上 的 广 记 实 值 函 数 ， 
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HH FOTN=gtr) we EF, 
昌吉 ecr 在 五 上 的 可 诈 手相 同 . 
[ 定 光 4.4] 设 f 是 E( 和 CR") 上 的 实 酉 数 . 
17 对 xe 蕊 区 ,车 Y 0.3 BO TEENNCGan:O) 
有 17Czr) fr) le, 
刚 称 F(z) 在 ro 点 连续 (相对 于 集 巨 连续). 
C2) 车 YY ED0, 存 在 人 >DW TTB Dlrisx) < 个. 
[Fr fr) es, 
则 称 为 玉 上 的 一 致 连续 应 数 . 
[ 定 愉 4.5] 设 ( 六 )} 是 定义 于 五 上 的 (广义 实 和 值 ? 函 数列 . 
1) 若 存 在 五 上 的 范 数 (rsy TER; 
lim/ (r= fey, 
如 称 函 数列 {7} 在 天 上 收 敦 ,ff 为 {1.} 的 极限 函数 . 
《2) 车 存在 五 , 宇 瑟 :ma 乒 ,一 0: 
4 在 E 一 此 上 收 人 名 于 三 
邮 称 {7,} 在 天 上 几乎 处 处 收 化 于 f, 记 为 


一 ff 于 E 或 /一 */ a.e 守 区 
(3) 若 Y em>0, 存 在 自然 数 MY nmv 及 工 所 玖 ， 
Li ry fr |e, 

则 称 {7} 在 下 上 一 至 收 敲 于 F(x). 

(4) 落 广 六 是 五 上 几乎 处 钼 有 限 的 可 测 函 数 . 如 果 Y GD>0， 
Es 上 EE 可 潮 , 旦 

me Eye, 

而 {不 }) 在 fo 上 一 误 收 全 于 /Cry 则 称 ! 产 } 在 五 上 地 5( 几 平 ? 一 臻 
收 仇 于 六 zz). 记 为 


于 EE. 
[定义 4.6] 设 五 为 可 测 集 ,mmEE<coy 而 zz 一 1， 
2,-… 是 到 上 几乎 姓 姓 有 限 的 可 测 函 数 . 若 V GD 有 
limm bcri [A Fr} |: 宇 o | 一 局 . 
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BY oo ED 习 NY n>N:mE[C|/— /Iol<e) 
则 称 {/) 在 五 上 依 测度 收 敏 于 .Ar). 记 为 
下 一 于 五 . 
注 1 由 定 光 4.5 及 数学 分 析 知 识 显 然 可 知 : 


Ue, 


“于 
2° 在 定 尖 414.5 中 , 显 衣 有 
712 五 [了 | Fr 一 十 co] 一 0 (一 1.2，…)， 
因 及 几乎 处 处 有 限 . 
[定理 4.3] 叶 果 洁 夫 定理 
设 51) 已 可 测 ,mm 五 < 十 cc， 
(2) + 六 } 是 所 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数列 . 


(3) ff 于 EE, 有 HIAC | ooa.e, 于 EE. 则 YW 38>0, 存 
在 可 测 集 e 竺 ,me 一 使 在 E 一 ze 一 Ei 上 一 致 收 训 于 fx). 

好 rr/ a,.n. 于 E. 

注 1° 本 定理 揭示 了 可 测 范 数列 几乎 处 处 收 仇 与 一 致 收 敏 
之 间 的 关系 ,根据 这 个 定理 ,对 任 一 几乎 性 处 收 妆 的 可 测 栖 数列 ， 
都 可 在 EE 的 一 个 于 集 EstY 3730:( 五 一 下 < ?上当 作 一 致 收 丝 
函数 列 来 处 理 . 

2” 本 定理 是 证 明 鲁 金 定 理 的 一 个 重 划 工具. 

3” 当 z 五 一 十 ce 时 :本 定理 不 再 成 立 . 反例 见 题解 部 分 . 

4” 本 定理 的 赣 命 题 成 立 . 即 有 

车 疡 一 一 az, 于 五 , 则 六 一 > 六 ae- 于 五 . 
证 明 见 题解 部 分 . 

[定理 4.4] 革 贝 插 收 租 定 理 

设 人 1) 瓦 可 测 ,m 已 < 志士 ce 

《2) {1/)} 基 玖 上 凡 平 处 处 有 限 的 可 测 函 数列 . 

37 fF 一 全 ce. 于 五 . 且 |7Czr)i< 十 ca ae 于 五 . 

则 在 瑟 上 有 : 关 Cr) 一 =- (xz). 
[定理 4.5] 车 区 可 测 , /一 ”fa.w. 于 上 尺 , 则 
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Nr /rE. 
[定理 4.5j 黎 斯 定理 
设 让 Cr 一 一 (x) 于 去 ,出 存在 子 列 
{rir} 
使 ce FE (ke). 
[定理 4.7] 依 测 度 和 收敛 的 极限 唯一 性 : 
设 让 (Cr 一 0 于 EE 有 ry) 于 到; 则 
Ergtria. 0. 于 让 ， 
[定理 4.8] 租金 定理 
设 /Crzr7 汐 互 上 的 几乎 让 处 有 有 了 根 的 可 测 沾 数 . 而 之 十 3 
《可 以 取消 ?3 则 Y 8 二 >0, 习 闭 集 玉生 匹 , 使 
mitE— FF, 
县 Fr 在 天 上 连续 . 
往 现 糙 几乎 处处 收 总 57 一 >/ a.e. 于 如) ,几乎 一 埃 收 化 
《 产 一 -~ ea 于 瑟 ) 和 依 测 度 收 总 (六 一 了 于 五 ) 之 间 的 关系 图 
示 4 一 1 如 下 : 


fn 一 了.e. 


mE <+oo 无 条 御 


在 黎 斯 定 在 叶 淋 洛 夫 
理 条 件 下 定理 条 忻 下 


Fo 一 一 上 A i .二 
在 黎 斯 条 件 下 的 子 列 【 /，} 
在 叶 果 洗 夫 条 性 下 


图 4 一 Ii 
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问 题解 管 


一 、 固 和 葵 问 题 并 说 明理 由 

[4.1] 任何 点 集 玉 上 的 常数 王 数 f(r) 一 cI 是 可 测 隆 
数 ,对 吗 ? 

解 ” 不 对 .我 们 任何 时 由 说 到 “函数 f(z) 在 和 祭 玉 上 为 可 测 孙 
数 " 者 不 能 忘 了 一 个 前 担 和 条件 : 集 五 为 可 调集 . 

例 妇 ,说 五 为 不 可 测 集 ，F7(zr) 一 czE 五 ， 刚 当 a<<c 时 ， 集 
五 [. 广 >a] 一 五 不 可 测 . 因此 直 可 测 函 数 的 定 交 知 , FKz) 不 是 百 上 的 
可 调 旺 数 . 

注 不 可 测 集 无 上 不 可 能 有 可 测 消 数 , 所 以 在 下 列 题目 中 提 
到 的 集 区 ,车 示 加 说 明 , 均 指 可 测 集 ， 

[4.2] 已 知 *" 若 上 在 皇上 可 测 , 则 YeERI: 玉 ELF-=e] 可 测 ”. 
反之 : 若 Y¥ aE€ER!;E[f 一 aj 可 测 , 能 断定 rz 为 百 上 的 可 测 函 煞 
吗 ? 

解 ”不 能. 例如 :在 可 测 集 太一 050,1] 上 取 一 个 不 可 测 子 上 集 瓦 ， 
“上 上 一 章 已 证 明 :在 一 正 测 度 集 必 有 不 可 测 子 集 }). 作 范 数 

对 并 全 瑟 | 
An 一 人 工 生 五 一 十 
是 热 ¥Y "ER':EL[f 一 aj 为 空 集 或 单 点 集 , 从 而 可 测 . 

但 因 [0] 二 EE 不 可 测 , 所 以 不 是 EE 上 的 可 测 函 数 . 

[4. 3] 从 通 数 产 C(z) 或 |r) 1 可 测 能 否 推 出 cz} 也 可 测 ? 

解 ”不 能 . 设 到 是 [0,1] 中 的 不 可 测 子 集 , 而 令 

1, 了 工人 五 1 
Am 一 人 二 和 [oO,1T] 一 瑟 ， 
旭 苞 乓 LA >0] 一 已 是 不 可 测 集 ,可知 了 不 是 [o,1] 上 的 可 油画 数 . 
然而 
六 (一 1zrll=1,zrcErosl] 
为 可 测 函 数 - 
[4. 4] 由 Fr) 士 gz 可 测 能 否 推出 FrzlJgezrl) 都 可 测 ? 
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解 ” 不 能 . 例如 , 取 五 ; 为 L0,1] 的 一 个 不 可 洞子 集 , 而 取 
1， ZzEE, 
一 1. zELO1I—E'; 
—1, EE 
1， xELo,1]—E,. 
则 fx} 二 gtx) 寺 O47 全 [50s1j ,从 而 f 十 8 为 0,1] 上 的 可 测 函 数 . 
然而 As 都 不 是 [0;,1] 上 的 可 测 孙 数 . 
L4.5」 能 否 断 定 * 零 测 集 上 任何 函数 均 可 测 ”? 
解 能 断定 .证 明 如 下 : 
证 相 五 一 0 rr) 定 闪 于 王 , 则 Y aER', 因 


fr)= { 


gr | 


EL/>a lSE. 
所 以 mE[LF>aj 二 0; 即 EE[/aj] 可 测 ( 零 测 集 的 任 一 子 集 可 测 且 
测度 为 零 }. 
故 f 耻 在 万 上 可 济 . 


[4.6] 设 (/,) 是 EE 上 的 可 测 函 数列 ,能 理 断 定之 7/,(x) 为 忆 
上 的 可 谢 郴 数 ? 

角 ” 能 断定 . 证 明 如 下 : 

先 证 Y 正 整 数 wn, 有 


7) 
定 玉 上 可 测 . 
当 4 一 1 时 ,fi 在 忆 土 可 漠 . 


要 
设 当 ” 一 上 时 之 yx) 在 巨 上 可 测 , 则 当 w 一 k 十 1 时 ， 
#1 


/= 二 fre) 


由 


4 十 1 


全 1 六) 
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在 无 上 可 测 . 
故 由 数学 归纳 法 原理 知 之/ 广 (z) 在 五 上 可 测 . 


再 证 之 ;六 Cr) 可 调 . 


念 _ F277). 
则 {站 ,Xz )} 海 上 的 可 测 隐 数 列 , 且 1 和.Cx)} 有 极限 


limF. (2) = Zi fC). 
然而 我 们 知道 可 届 画 数列 的 极限 画 数 是 可 测 的 ， 


故 入 /C7) 一 limF,(z) 在 上 可 测 、 
[4:7] 直 FCzr) 在 五 (it 一 1 2 0) 上 可 测 能 推出 f(z) 在 


达 一 之 1 上 可 测 吗 ? 


解 答案 是 肯定 的 ， 
因 了 在 上 可 测 ; 所 以 Ei 必 可 测 ( 人 一 1 2 . 于 是 


巨 一 ZE, 
为 可 调集 . 
而 立信 民 !， 有 
EL/ > a 2 Eff] 


为 可 测 集 (5 因 每 个 [让 >aj 可 测 》. 
故 rz) 在 乒 土 可 测 . 


注 1 在 题 设 条 件 下 ,类 似 地 可 证 (x) 在 | 人 EE 一 EE、 
EE: 上 亦 可 测 . 
2° 由 可 讽 函 数 的 性 质 知 . 了 在 已 上 可 测 , 便 有 rz) 在 巨 的 每 
个 可 测 子 集 上 可 测 , 即 若 了 在 下 上 可 测 . 
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而 E— ZE,, 
其 中 可 测 ; 则 在 EE: 上 可 测 (& 二 1 ,2,-…*). 
结合 本 题 便 有 下 还 结论 ; 


若 E— ZE,,E, 可 测 ( 一 1,2,…), 则 上 在 已 上 可 调 的 充 要 
条 件 是 上 在 每 个 玉 上 可 测 . 
3° 车 在 巨 上 可 测 ,E= 祖 /ECE 不 一 定 都 可 测 ), 则 广 不 一 


定 在 每 全 EE 上 可 测 . 当 五 ,不 可 测 时 :了 在 五 上 就 不 可 能 是 可 济 


诡 数 . 
[4.8] 设 志 是 一 个 孤立 点 集 , 问 包 上 的 任意 一 个 函数 是 否 


连续 ? 是 否 一 致 连续 ? 
解 ” ”孤立 点 集 玉 上 的 任 一 函数 都 是 连续 新 数 ;但 不 一 定 一 致 
连续 . 事实 上 , 设 Y xoEE, 可 证 在 zx。 灶 连 续 : 
YY ED, 习 68>0, 使 玉 门 NCro,6) 一 {xo}( 因 EE 是 孤立 点 
和 集 ), 且 当 zzEENNCr,5) 时 ,有 
[fez fr f=| f(r) — Fro) | = Oie, 
Atz) 在 EE 上 连续 ， 
但 了 不 一 定 一 致 连续 -举例 如 下 : 设 


一 人 和 
几 半 | 一 mm 一 ,2 


一 工 工 __ 1. 
因 3 sa 一 去 5>0, 当 | 二 二 | <s 时 有 


四 一/{ 4 [= D1-1>e. 


故 了 在 巨 一 { 1, 去 ,…} 上 不 是 一 致 连续 的 . 
[4. 9] 叶 果 洛 去 定理 中 的 条 件 “ 关 已 < 寺 十 cc 是 否 可 以 取消 ? 
解 ” 不 能 取消 . 举 反 人 岗 如 下 |， 
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设 百 一 [0 ,十 eco ,， 则 已 一 十 < 作画 数 
[ ECLO,n]| 
A 一 1. rE oo 
则 有 记 可 测 , 且 {rr 一 0Cn->oo0)( 事 实在 ;YW xoEE;, 存 在 自然 数 
NN O00). 
然而 ,了 Bo 一 立 之 0sY 可 测 集 e 三 ;只 要 me 二 6 之 1, 在 EE 一 e 
土 便 有 : 
对 于 eo 一 去 之 0sY 自然 数 NN: nn 十 1>N (如 取 n 二 N 十 1)， 
当 .r 和 《五 一 上 门 [ms 二 1] 天 纪 时 ， 
[Fri fr | = le. 
即 六 在 下 一 e 上 非 一 致 收 语 . 故 叶 果 阁 夫 定 理 不 能 推广 至 
WE 一 十 co 的 情形 . 
[4-10] 叶 柴 涪 夫 定理 的 结论 能 否 改 为 “ze 守 包 ,me 二 0, 使 
{在 二 一 e 上 一 臻 收效 于 Ctx)"*? 
解 ” 不 能 收 . 反例 如 下 ;: 取 E=[0,1j, 作 本数 {如 图 4 一 2) 
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59， 工 一 电 


n+2)x, OIAn 二 2 
Pe 1/ Ct Er/ 1) 

1 一 nCn+1)| x 一 ;证 1] , 1/ Dr ln 

0. /nl 


易 知 tx} 是 EE 一 [0,1] 上 的 连续 隔 数 ,所 以 是 可 测 的 ,和 旧 Y¥ xzEE: 
r=0= (7) Ao). 
下 证 ,YY et 五 ze 一 0 但 1 六 在 E—e 上 非 一 致 收 襄 于 GQ. 


取 一 诗 之 0sY 自然 数 NN,I] xn 一 N+1>N， 


令 ~ [Nis NTFz)—° 
由 me 二 0 得 百 天 所 , 取 zo 生 五 ;二 五 一 ,有 
1 .7Kzro> 一 D1= | .viKzro) 一 0 一 Teo. 
胡 1 六 在 五 一 上 非 一 致 收 襄 . 
ft4. 13] 叶 果 洛 夫 定理 的 道 命 题 是 委 成 立 ? 即 是 否 有 ,“ 设 


{为 EE 上 的 可 测 函 数列 ,有 是 /全 守则 /于 EE.” 

和 解 ” 能 成 立 . 证 明 如 下 : 

设 产 二 全 1, 则 对 及 一 二 >>0Cn 为 自然 数 ) ,3 eo 三 EE, 使 me。 
一 二 一 汶 , 而 在 已 一 。 上 广 (z) 一 致 收 伍 于 f(x). 

令 < 一 了 [ae., 则 me<smes < LY 自然 数 )， 
由 于 上 式 对 任意 自然 数 都 成 立 , 取 极限 便 得 

me OO. 
limf en) fro) 
地 可 . 
"160* 


当 re 五 一 e 时 ,有 yo 入 < 一 上 于 ec 于 是 3 mm( 自 然 数 ):ro 竺 co， 
好 To Een,. 
因为 
fT Ee,, 
所 以 
limf (x =f ro) (VY roE Ee) 
故 在 互 一 e 上 , 广 一 -- 广 而 me 一 0. 即 
/于 EE. 
注 以 上 证 明 过 程 不 要 求 mE 过 十 oo; 所 以 最 然 叶 果 渚 夫 定 
理 当 zx 记 一 廿 ce 时 不 成 立 , 但 其 道 命题 当 mm 五 一 十 ce 时 是 正确 的 . 
[4. 12] 重金 定理 结论 中 的 8 能 否 取 为 60, 即 结论 能 否 表 还 
为 :3 所 集 天宇 瑟 , 使 (五 一 三) 一 站 ,上 且 了 在 三 土 连 瑟 .”? 
解 ”不 能 . 例如 , 取 瑟 二 [0;1], 而 上 &; 是 [0;1] 中 的 一 个 测度 为 
了 的 朴 庆 完备 集 . 作 酉 数 
1， 工 所 五 1. 
f= IEEE,. 
则 A(x) 基 E 上 的 简单 本 数 , 从 而 了 在 志 上 是 可 测 的 . 然而 在 玉 中 
去 掉 任 一 堆 测 集 Eo。,/ 都 不 能 在 下 一 一 Es。 上 连续 . 
事实 上 ,由 mE 一方 之 0 一 mEo 知 ,EF 一 了 闫 多 ,从 而 可 取 
To EE Emm. 
¥ 0 ,3 1 多 (五 一 五 由 门 (xo—8, ro BY sf rd) oo. 
即 对 eo 一 去 之 0， 
习 mE O03 TE Cr rod) 


使 得 [fra) fr) 1 一 1>> 二 一 
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计 了 在 Yo 外 不 连续 ,也 就 是 说 了 不 是 五 一 避 e 上 的 连续 画 


数 ， 
E4. 13] 当 澡 二 十 吕 时 便 金 定理 是 否 仍 艇 成 立 ? 


解 ” 管 案 是 肯定 的 ,即便 金 定理 中 和 条件":wxE 二 十 oo* 可 以 取 
消 . 证 明 如 下 ， 
访 imnE 二 十 一 ,而 在 玉 上 可 测 . 今 
EC=EN (Can lj tn—=0,+t1,+t2,.… 


则 五 一 之 /EE,,1E,) 商 两 不 交 , 每 个 E, 可 测 , 且 
1 一 十 ce 
我 们 知道 , 当 到 分解 为 可 测 集 之 并 时 ,/ 仍 在 每 个 天 上 可 测 . 


于 是 由 旧 金 定理 ,存在 所 集 
天 过 玖 .局 瑟 -人 (一 2 一 天 十 1 UTCasma 十 1， 


使 了 六 在 FF, 上 连续 (Cn 一 0D, 1 2 下 
mL EE 一 -五 。| < 全 AD2e+i， 


其 中 心 为 任意 正 数 . 
最 热 诸 下, 互 不 相交 ,. 令 
五 一 之。 LD 
风 FE, 县 
mE—F) mm( OE.— ZF.) 
=m(L EUE-.)— ZF,) 
—m 2 EUE ,FF,) 


SImLE YUE) —F,] 


<= 之 i 


以 下 只 需 证 FF 为 车 集 及 在 下 上 和 连续; 
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42 瑟 为 于 集 ， 

设 zi 外 再 ' , 因 xo 万 RR', 所 以 有 唯一 整数 加 使 To 所 Cnsn 才 1]; 而 
Ft 二 tn 十 11n 十 2 上 且 FF4; 为 闲 舍 ,于 是 Xo 千本 #1; 赤 3 人 一 9， 使 
rorTot HINMNMNF,+= I. 

全 5 二 mint{ 人 ;To 一 #8} 则 有 

Cxro— 人 To to NF = ror) 

及 园 xoEF';, 则 应 

3 {ziy 安 下 门 (ze 一 省. 十 全 = (Cr, rat 人 Or, 
使 工 一 Totk 一 00) ,而 下, 为 闭 集 . 

To.. 

[A 

“ii rr) 在 闭 集 严 上 连 纺 . 

TF 存在 唯一 :xoEF. 设 (zi} 为 任 一 收 化 于 xo 的 点 
列 , 则 由 上 上述 证 明知 {zx} 至 儿 有 限 项 不 属于 Ff,, 即 存在 自 热 数 No， 
当下 > 时; 式 扎 下 , 守 下 ,而 在 上 连续 ,所 以 有 

fr) FT) (kroo). 

故 让 在 ff 上 连续 . 

钳 上 所 述 , 担 金 定理 当 玉 五 一 十 c2 时 亦 成 立 . 

[4. 44] 和 鲁 金 定理 的 道 命 题 是 否 成 立 ?7 即 是 否 有 下 述 命 题 ， 
“ 设 rz 为 可 调集 吾 上 玫 平 处 处 有 限 的 画 数 ,着 Y se>0, 存 在 闲 集 
天 一 匹 使 ma( 匹 一 下 <<e 且 了 在 尺 上 连续 , 则 了 在 已 上 可 测 .”? 

解 ” 鲁 金 定理 航道 命题 是 正确 的 . 证 明 如 下 : 

由 棚 设 ,对 & 一 1/n 半 0, 应 存在 闲 上 集 FF, 三 玉 , 使 

mtE— Fi) is 
且 了 在 Ff, 上 连续 . 令 
六 一 之 /所 


上 间 = 1 
Fi=E-Fo—ENpOF.~ 1cE—F,.) 
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让 二 十 上 
由 于 ] | 一 天 3 下 工 [一 Pr 一 1,2,…)， 单 减 . 
如 一】 mm 二 1 
于 是 有 
mE hmatE FrF)=0, 
妈 坪 ; 为 零 浏 集 . 
击 对 ge 后 号 :因子 在 天 .上 连 纱 ,所 以 有 
FL fr) Sal 
是 闭 集 . 
所 以 


FoLf Cr) 0 Fl fe 
是 可 测 集 . 
又 [Lf 守 wj] 是 零 测 集 ;, 所 以 有 
EfSza]= Ff fa)U EL Sa] 
可 测 . 

胡 ”FrCz) 在 号 上 可 测 ， 

[4.15] 租金 定理 能 否 改 为 :“ 产 沪 玉 上 几 平 处 外 有限 的 可 测 
函数 , 则 Y B>0: 存 在 也 集 下 全 五, 使 吕 ( 殖 一 已 < 一 人, 旦 地 在 下 上 可 
表 为 案 项 式 ”? 

解 ” 不 能 履 . 证 明 如 下 ， 

取 世 一 [0,1j,/Cr} 一 e, 广 旺 然 有 其 世 上 的 有 限 可 测 函 数 . 假定 
对 于 5, 一 二 之 0, 存 在 闭 集 PC- 已 ,使 和 (五 一 天 )<- 半 ， 即 mi 严 >> 半 
而 和 县 AKCz)sPkTCzEE) 其 中 了 CCz) 是 某 个 吕 雇 过 项 式 . 即 

[一 有 (TIEEDrE 天. 
此 式 说 明 :, 忆 的 钴 个 点 (CP 显 然 为 无 限 点 集 ? 玫 是 er) 一 已 Cr 的 
零点 ,到 一己. 有 无 窃 多 个 零点 . 

男 一 方面 ,由 于 上 e 一 PCz]t 一 e” 无 零点 ;所 以 (7x) 
一 户 ,.{X) 二 e* 一 P.(tz) 社 寄 有 nn 十 1 个 零点 . 

这 一 玫 盾 说 明 寿 人 金 定 理 中 的 “连续 函数 "不 能 改 为 " 才 项 式 *". 
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[4.16] 试 作 下 一 [81 上 的 可 副 画 数 /xr),; 使 对 任何 连续 
阔 数 gtr} 都 有 EL 也 ] 泣 0. 此 结果 与 鲁 金 定理 有 无 也 盾 ? 


解 ” 作 晴 数 
21， TE CO,1] 
/ery= {7 
十 .二 0 
则 显然 fc 是 正二 [0,1j 上 的 可 测 嫩 数 . 
设 ktr) 是 五 天 LO0,1] 上 任 一 连续 男 数 , 则 疗 Cr) 在 匹 上 有 界 ， 
于 是 3 关 人 0, 使 1gfrj mrE[L0.1]. 而 在 [bo,17N) 上 ,f(x) 
全 所 了 以 有 
ret rELO /NY. 
从 而 
5 五 [FE] 一 下 [91 一 1 0. 
这 就 基 说 ,. 互 上任 一 连续 函数 gtCzr) 都 有 
182 桓 [ -二 在] 天 吕 . 
此 结果 与 卓 金 定理 并 不 矛盾 .事实 上 ,ws>>o. 可 取 闭 集 


已 一 | 各 ,| 王 忆 ,mk 一 请 一 三 <e, 而 所 作 的 闭 数 /tz) 在 下 上 显 


然 是 连续 的 ， 

注 此 题 与 题 [4. 12J 结 合 起 来 更 能 说 明和 鲁 金 定理 的 结论 中 8 
的 问题 ,即今 0 可 以 任意 小 , 想 今 不 能 等 于 0. 

[4. 17]j 勤 摧 格 收 化 定理 : 


“车 fr mE rr 于 五 , 则 六 一 一 六” 


当 一 十 so 时 是 和 否 戌 立 ? 

解 ” 答 案 是 否定 的 . 如 取 玉 二 C0, 十 o2), 令 
1;y 当 TE CO, 
一 or) 一 (1 a EE 0 
则 

fr fT).rE 五 . 
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但 是 , 当 歌 = 一 六 :>0 时 ,有 

mE If — Fie]=mtn, 十 co 一 十 ce- 
故 f= 
[4. 18] 在 可 测 集 五 上 ,车 让 一 > 是 天 必 有 

fF E? 

艇 ”和 否 . 例如 , 取 正二 [0,1); 令 A(x) 二 0, 而 
fitr——1rEE:; 
IT Xro bys Flr) XY 


ETT 


即 站 《一共 一 工人 天 天 一 人 2 
当 e>>1 时 ,YA 有 
天 本 [| 产 一 之 四 一 普 才 一 0. 
当 DO<a<1 时 ， 
-Ti 
EL /i> 一 E| 于 :<z< 霹 ]， 
圾 ra 玖 [| 忆 一 F2>o] 一 二 0C4-=co)- 
即 fr f(T =0 (ko0), 
然 丽 Y zo 和 号 ,出 及 Cx) 的 作法 知 : 有 无 穷 多 个 /r(x) 在 xz。 处 


取 值 0, 亦 有 无 究 几 个 及 (rr) 在 zo 处 取 秆 1. 因此 六 C(x) 在 zo 处 不 
疲 襄 ,有 即 产 (z) 在 五 上 处 处 丰收 乱 . 故 


天 (rz fr) (ko0). 
注 在 本 题 中 ,显然 可 看 出 ， 


Fr fx) 0 0). 
所 以 本 秽 亦 可 说 明 ; /一 一 了 推 不 出 f, 帮 /. 


[4. 19] 河 三 种 收 谣 ;丰富 ff 六 和 /一 ~ 之 辣 在 
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在 着 什么 样 的 关系 ? 指出 根据 或 举 出 反例 . 

解 将 所 问 的 关系 图 示 如 下 : 

<i? 叶 果 洗 去 定理 的 道人 命题 (是 14.11 有 ， 当 严 开 委 十 co 时 
成 立 ， 


ff ae 


{Hl) mE < 十 cm (CT)mE E+ 


{IV) CI) 五 < 天 十 ce 


3 fa 
VI 


图 4 一 3 


《ii) 著名 的 叶 困 溢 夫 定理 .但 当 澡 E 一 十 co 时 不 成 立 ; 见 题 


[4. 9 了 . 
《iii> 蔓 页 略 股 伍 定 理 . 当 mE 二 十 oo 时 不 成 立 . 见 题 [4. 17]. 


面 且 即使 区 EE 志 十 oo, 定理 也 木 本道 . 见 题 [4.18]. 
tiv) 莹 斯 定理 . 部 分 地 恢复 乾 贝 格 收 和 伍 定 理 的 可 道 性 . 
cv) 见 题 [4. 18 了 的 注 . 
《vi》 其 定理 4.5. 证 明 如 下 : 
设 巨 可 测 , 太 二 有 也 于 再, 南 定义 ,对 可 一 1AAD, 习 忆 忆 EE， 


使 mmB<cTAE ,而 在 总 一 严 ， 上 一半. 
故 站 ar0 习 AH 然 数 ), 当 mp 时， 
| 六 一 -< 五 一 无, 


五 [1 一 捕 | 2o] 宇 五 . 
mELIf ~ /IonmE /RE (OV nN). 
红 此 ,南天 的 人 尾 孝 性 得 知 


于 基 
所 以 
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limmELl/,— /lel=0 


《另外 , 南 CiD .Ci 联合 起 来 可 知 , 当 za 五 所 十 co 时 ,车 户 一 全- 
ff, 

[4. 20] 在 数学 分 析 里 ,函数 列 的 极限 具有 了 唯一 性 ,那么 对 于 
六 一 /及 太一 一 /有 无 类 似 结果 ? 

解 ” 如 果 将 几乎 处 处 和 等 的 两 个 函数 看 作 相 同 的 函数 , 则 叭 
一 性 仍然 成 立 . 即 有 


fi》 若 扩 二 于 五 ,月 /二 5 于 五 , 则 
Fo———ga, e. 于 E. 
《ii 车 7, 日 一 一 则 f= ga. .于 上 E. 


证 (由 /三 >/, 得 知 3 EFSFE,mE 一 0 使 
lim fn tz) — f(r) 
对 多 EE 成 立 ， 


叉 由 /一 rg 于 下 ,所 以 3 FE, 守 EE ,mE 一 ,使 
limfn tz) gt) 

对 YY 拒 在 一 五 xz 成 立 . 

于 是 有 着 (所 :出 无 :一 0: 且 在 三 一 (RUE) 上 处 处 成 立 着 

mh ln ~e. 
故 由 数 掌 分 析 中 的 结 聚 知 ,对 Y zr 七 志 一 (FE,) 有 
/rg(r), 
即 x)=—=gtr) @.e. 于 五 . 
证 (iiY 由 于 
[fOr gr) EF ft fr g(r) |. 

所 入 对 Y 自然 数 ,有 


EL oaco1> 二 je[lAery 一 Ac 二 ] 
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+E[ l/r gr) [>> 冯 | 


从 而 
mE[ 1 一 sl> 二 |<mE [1 一 /> 吉 ]+mE| l/s [> 去 | 
又 因 /oo), 


帮 令 Roo ,My 
mE[ lf/—#l= 让 |=0 r= 1 2.). 


页 
mEEACz) 天 ec] 一 mm DE[ 17 al] 
二 > ~ g 1 之 十 | 
-之 0- 
好 Cr 一 区 (rest TE 
二 、 函 数 可 测 性 的 判断 
[4. 21] 证 明 
{1) 设 已 为 可 测 集 ,六 cr 一 czE 瑟 . 则 广 r 可 调 、 
(2) 设 ger) 是 可 测 集 天上 的 简单 陋 数 ;, 则 oz 可 测 . 
， 四 站 上 池 , 若 ac 
证 《1) " E[f>a= {pg ge 
是 可 测 集 (aE RY). 
上 的 可 测 函 数 . 


(2) 设 


PLT) 一 他 Xe Cr) :全 已 一 之 ,已 ， 
E, BW, 有 KN 站 ME,= C7 则 
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1 罗 ，。 当 emaxdeyycze Cc} 
五 ,十 五. 二 二 当 ac<er vco ， 
4 这 其 余 的 6. 
EE. omin{ei rca cr)}. 
由 此 可 知 ,VY a€E RELgtr) >aj 可 测 . 
上 教 ” gtr) 为 巨 上 的 可 测 函 数 . 
[4. 22] 讨论 集 太 的 特征 函数 Xt7? 的 可 测 性 ,其 中 


五 [oz eal = 


ye = TT 忆 下 
0 了 半 丐 
解 因为 
定 , 当 a 宇 1 
Cr lve) > Oa ER') 
R". 当 a<i0 
所 以 fz1ixetx)>aj 与 上 有 相间 的 可 测 性 . 邑 集 慷 与 Xz 有 
相 局 的 可 测 性 和 和 不 可 测 性 . 
往 直 本 题 可 得 下 列 推论 : 
1" 和 狂 雷 克 革 函数 
1， EQ 
Dez? 一 人 0 ERL_Q Q 是 有 理 数 集 


是 可 测 函 数 . 因 DD(7) 一 Xal7) ,而 必 可 测 ( 零 测 集 ). 
2° 结合 可 测 钞 数 的 运算 性 质 ,可 推出 简单 请 数 


PAI) cxs, Cr) 


( 若 中 ,xEE 一 各, 忆 E, 一 VU 让. EE 可 测 ) 为 可 测 函 数 . 
[4- 23] 试 证 , 丈 受 函数 


1 3 
元 : 当 到 一 


D， 当 二 为 无 理 数 . 且 0< 守 zx 所 1. 
(其 中 .nnEEN,m,n 互 质 且 mr 之 nn) 
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为 五 一 [0,.1] 上 的 可 涡 画 闭 . 

证 “YaERRI 当 ea 六 1 时 ,EE 二 E[7| RC 二 儿 可 测 ; 

当 Oa 过 1 时 ,EL[RCTD)>aj 守 Q 为 零 测 集 ， 

当 a<<o 时 ,五 LRCzr)o] 一 五 一 [0,1] 可 测 . 

夫 ” 尽 (z) 是 五 一 [0:1] 上 的 可 测 函 数 . 

[4.24] 设 可 油 集 严 宇 Ri , 则 已 上 的 单调 函数 A(T) 可 测 ， 

证 不 妨 设 zz) 为 单调 增 函 数 , 即 

Y 1 "TzeEE,r rf rN ra). 

则 YY ea 和 及 有 

Kiy》 当 sup f(r) a 时 ,E[/a]—; 

《ii) inf fr) a 时 ,五 [. 广 >o] 一 扎 ; 

Ciiiy 当 iaf7Cz2sse< soap7z2 时 * 必 有 2o 牛 五 门 及 使 

frot Oa, fro a; 
或 fr a fr — 0 a. 
由 A(x? 的 单调 递增 知 ， 
EL/>a = EN 十 oo) 或 ENMLro: oo0}. 

在 上 所 有 情况 下 ,EL/ 汪 aj 都 可 测 . 故 为 玉 上 的 可 测 测 数 . 

注 ”由 于 和 性 一 有 界 变 六 函数 可 以 表示 为 二 单调 函数 之 差 , 所 
以 由 本 题 知 ;: 可 测 集 上 的 有 界 变 差 函 数 为 可 测 函 数 . 

[4. 25] 可 秽 集 五 上 的 任 一 连续 函数 f(xz) 是 可 测 函 数 . 

证 因为 去 可 洗 , 所 以 有 天- 型 集 下 王 玖 ,使 加 已 一 mr 二 念 五 
一 了 二 入; 刚玉 rN 一 0, 从 而 由 fF 型 集 的 定义 知 : 存 在 闭 集 列 {F,} 使 


FOF.. 
于 是 az 和 及: 因 匹 一 入 十 已 :所 以 
ELf >]—N[/f2elt 2 FL el. 
又 因 了 在 瑟 上 连续 ,所 以 了 在 诸 开 ,上 连续 ,从 而 下 -Lo 为 


闭 集 ,网 FL/=>a] 可 测 . 而 
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mMN[ /a lnN=0, 
好 NE 可 测 . 


区 ”EL/3 困 一 NIA3 拉 十 之 1FLAo 可 测 ， 
四 了 是 下 上 的 串 测 唔 数 . 
[4- 261] 试 证 , 设 /8 为 玉 CR" 上 的 实 也 数 , 旦 
ratriu.e, 寺 TE 
则 fry、gtr) 在 天 七 的 可 漠 性 相同 . 
证 设 包 一 上 [rT 二 则 sr, 一 0, 于 是 
ELfal— ECELs TalcEt EL ea] C%) 
因此 有 
《车 上 捕 为 瑟 上 的 可 调 函 数 , 则 Y aER', 有 
ELf/>aj] 可 测 ,i mE[L /a]= MM,， 
由 《x* 3} 的 后 半 关 系 式 知 
mm* 【下 人 人 人] < 加“ B+m (CELTo)) mE ee] M.. 
由 Cx ?的 前 半 关 系 式 知 
me [一 巨人 ) 
mm ELAel mm El=mnEl/ oj=M,. 
因此 m* ELgCr) ae]—=m: ELs>a]= M.,. 
故人 8 六 qj] 可 测 , 椰 g(r) 次 巨 上 的 可 测 函 数 . 
《iil 菩 了 为 已 上 的 不 可 测 函 数 , 则 旦 然 吉 必 在 巨 上 不 可 测 . 
事实 上 ,和 崩 若 羡 在 巨 上 可 调 , 直 0 可 知 了 亦 在 五 上 可 测 . 耶 


故 ”命题 成 立 . 

注 ”此 题 说 有 明 , 在 -个 零 测 集 上 任意 改变 一 个 函数 的 定义 ;不 
影响 函数 的 可 测 性 . 如 ,函数 
2 和 可 人 门 五 
x ,TELCOITI— PNE 
其 中 户 ; 交 Cantor 上 集 , 而 下 为 革 个 不 可 测 集 . 

PNMNECP,,, mpPNE}S0C0nP,—0). 
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/r= { 


Fr 一 Toe 于 LO.1]. 
故 cr 在 L0,1jE 可 测 ， 
[4.27] 设 产 (tx) 是 R' 上 的 可 测 函 数 , 旦 点 和 集 RILACz) 0O] 
可 测 - 则 .rz 是 可 测 郴 数 ， 
证 WY oeER': 
i 荐 & 一 00, 则 由 题 设 RR'[/ 个 =>0] 可 测 . 
(iD 阁 a>>0. 则 RIL7>aj 一 R'LF0] 一 R'[ 产 过 oj]; 由 于 产 
可 测 , 所 以 .RI 六 < 和 可 测 , 从 市 RL 个 >a]j] 叮 测 ， 
Ci 若 a<cn0, 则 及 :7 >o] 一 民 ILA>0]URILF< as 可 调 . 
即 W eaE 习 ,在 及 于 产 >o 可 测 , 故 了 在 R 上 可 测 . 
注 此 题 与 题 [4.3] 相 比 , 多 了 RLA>oj 可 测 这 个 条 件 . 请 注 
意 比 较 . 
L4.28] 度 7z)? 定 尽 于 [ep]， 和 若 对 任意 的 [apS Kaye)， 
Fr 在 La: 有 上 可 测 , 刚 产 z) 是 [ap 上 的 可 调 疯 数 . 
证 不 妨 设 a 二 58, 显 然 存 在 自然 数 ar 使 
1 < 一 < 
110 2 


二 .已 1 


-1 Ei 


i 


考虑 闭 区 间 | 41 


了 Tr ,1 1 
E=[a.b|,E, Ee 本 | 


IE.= aE,. 
由 题 设 了 在 [4 十 诗 6 一 二 ] 上 可 测 . 则 E,[/>aJ 可 测 . 


国 此 .VY aER', 有 EEL/ 这 和] 一 和 /到 [/>«] 可 测 . 即 /在 
4 上 可 测 . 但 ta,8) 与 [a,j 只 其 一 个 零 测 集 {a,6}. 
故 了 在 Ca,58j 上 可 测 . 
[4. 29] 设 zz 是 Fe, 打上 的 可 微 函 数 , 则 广 (z) 在 [a,5] 上 
可 测 . 
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证 因 rr) 在 [ab 上 可 微 . 故 A(7) 在 La,5j 上 连续 . 
所 以 Fr) 在 [a, 扫 上 可 测 ,j[z 十 二 | 在 [a.6 一 六 ] 上 可 济 . 而 
由 可 微 性 概念 知 
| 几 z 十 二 | 一 Ac 
7 1 


吾 


于 是 , 作 本 数列 {9.}: 


A zz 十 小 fe) 
色 【二 一 


三 


1 
社 


则 mz) 在 [a,6 一 汪 ] 上 可 济 , 且 
limp x)= 7 Cr). 


因此 Y >i' 必 有 (zx) 在 [4,6 一 二 ] 上 可 济 . 


故 ” 万 (z) 在 之 ;| at 一 十 | 一 La, 抱 上 可 测 , 即 户 (z) 在 [ay 的 
上 可 测 . 

[4.30] 试 证 , 设 族 (z) 是 据守 Rm”.(y) 是 玉 , 守 R" 上 的 可 
测 函 数 , 则 族 (z》， f(y) 是 EXEs: 上 的 可 测 函 数 . 

证 由 题 设 可 知 ,Ki,Es 可 测 , 于 是 所 二 二 XE 为 可 测 集 . 
(EX E:CR” XR"). 

作 陋 数 

Fry =r) Foltz yd fy) (Cry EE XE,=E. 

若 能 证 得 五 ，Fz 都 为 五 :区 五 : 上 的 可 测 函 数 , 册 有 (Cr) 
一 ry) EXE, 上 的 可 测 函 数 .下面 证 明 
这 一 点 . 

先 和 证 一 个 等 式 :W ac 了 玫 :， 

E[F >>>ol=E[/tr) >a]x E,. 
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事实 .上 ,YY (Cr,y)E ELF>aj<—> 
Cry ERE-=EREXE,H Flr yf a 
ER yeE EB M(x) Ga， 
[一 一 和 
2 Cr vy) EELA ma] XE,. 
走 ELF Cr yo EL (ro XE,. 
由 广 C) 在 玉 上 上 可 测 知 ,EE LCr7>qj 为 RR" 上 可 测 集 ,从 而 
ejXE; 为 R”"xXR" 上 的 可 泗 集 . 
故 万 (Cr 一 珀 Cr 是 五 一 百 , 尖 五 。 上 的 可 测 画 数 . 
司 理 可 知 , 户 (Cr 一 FT 也 是 五 一 瑟 ; 当 五 : 上 的 可 测 两 数 - 
因此 ,由 可 测 旺 数 的 运算 性 上 质 可 得 : (C7) .六 5 一 五 《yy) 
"Cry 是 玉 二 玉 , XE; 上 的 可 浏 消 数 . 
三 ,可 测 函 数 的 各 种 性 质 
[4. 31] 试 证 以 下 各 条 等 愉 { 设 到 为 可 测 集 )，: 
《1 和 在 瑟 上 可 测 , 即 Y aER';EE/aj 可 测 . 
《2 YY aE REL/aljo 测 . 
3) WE 和民 :此 [7-< 一 ae] 可 调 . 
(47 ERIECFLa] 可 测 . 
{5 YadE Rab: Eat < 的 可 测 . 


证 GD) 一 (2) 设 Y aE Ri, 由 (1) 知 EE. 一 EE| />e 一 小 ] 为 可 
测 集 ,而 
EL/20]—=]1E|f>a—]. 
所 以 EL5/ 汪 Q] 可 济 . 
(2) 一 一 (3) 设 “ER 由 (2) 知 E572>a] 可 测 , 但 
EL/<a]=pE[ Sa |, 
所 以 巨 [ 广 <c] 可 测 . 
(3) 一 > (4): 对 Y aER!, 由 (3) 知 EE[f<e 二 二] 可 测 , 于 是 
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ELf<aj= 1 1E| /et | 可 测 . 
C4) 一 一 (5) 设 obERi,a<bp, 则 由 (4) 知 


ELf<61= Def /Sb | 


E[f<a]= 4E[ Assa 一 二 可 击 . 
res 过 的 一 [7r< 打 一 应 FF 可 测 . 
《5) 一 = (1) 设 ma 所 Ri 由 (6) 知 

Ear/<etn | 可 测 . (yaeIN) 


则 E[A>> 四 一 之 ;Be 十 圭 委 ca 可 测 ， 
[4. 32] 试 证 ,在 互 上 可 测 的 充 要 杀人 和 作 是 :Y r 红 站 安 Ri 万 
一 Ri( 如 万 为 Ra 的 粳 密 子 集 ,特别 地 , 疡 可 以 是 有 理 数 集 QQ) 均 有 


ELA>r1 可 测 . 

证 必要 性 显然 . 因为 CR!, f(z) 在 区 上 可 测 , 琢 对 Ya 
ER'I 有 EL/>a] 可 袖 , 从 而 对 ¥ 万 ,也 有 五 LA> 门 可 测 . 

充分 性 ” 设 ¥F rEDESR',D=R!', 有 EEL/F>rj 可 测 ; 则 对 任 一 
实数 aj fr } 夺 Dmrm>a 合 rathk—roo). 
于 是 


EL/>0]— EL/ > Cx) 
事实 上 ,车 工区 下 Lo 中 一 :ra 所 以 习 rm rr 
FT 即 工 所 站 [六 >re] 


战 ELf>alS EL >r,]. 


着 zE 之 IE[/>>r], 则 3 如 使 zEECA>r] 所 以 Arz)ru>a， 


即 EELAaj.- 故 (x ) 式 成 立 . 
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本 每 个 五 [>r] 可 调 . 故 由 Cr) 式 知 瑟 L7c 可 测 , 部 子 在 
五 主 可 调 . 
[4.33] 试 证 ,了 为 五 上 的 可 测 晤 数 的 充 要 杂 件 是 :存在 简单 
本 数列 19.C7)} .使 
no), 
证 充分 性 设 {9tz)} 蚌 简单 瑞 数列 ,是 
limg tx) = f(r). 
则 由 名 可 测 及 可 测 明 数列 的 极 凶 苹 数 必 可 测 敌 ,tx) 六 玉 上 的 
可 测 范 数 . 
必要 性 设 上 为 五 上 的 可 测 函 数 , 令 
LA — fr x0 
个 (一 人 TSED， / CD 一 [0 全 TD。 
则 .zl,rzr) 者 是 到 上 的 非 抽 可 测 相 数 . 事实 上 
(> ya 


EL al= gO 
EE oo 
EL[/- a]= {i /< 和 


和 由 子 可 测 知 EL 于 a]、FE[L/ 二 2] 可 测 . 
下 面 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 设 了 为 五 上 的 非 负 可 测 丽 数 , 刚 存在 简单 函数 列 
《号 5 使 由 (Cr)< 如 zfns 一 1 2) 上 且 
limgp (x) = fr). 
证 


全 已 本 [< /Cr) <] 
Erne tt— ELz| f(r) Tn]. 
《其 中 一 1.2 yn。 2"1n 二 1,2,..…) 
由 于 fx) 是 可 测 函 数 ; 故 诸 EE,. 均 为 村 测 集 ,有 


nn 2"+1 


忆 二 这 E,,. 
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作 函 萱 列 


or rE ERT1 2 2") 


bi (| TE inn 
则 Cr 为 非 信 简单 孙 数 ,各 (CT) 于 1 下 还 殉 (r) 7) 
no2) 对 任意 XEE 成立 ， 
(il 车 rrol< 十 cc 则 存在 自然 数 =, 使 /Cro< nm 从 而 zo 在 
Ea ' 于 是 3 起， ;2 使 A EE Es 时 


因而 
£—1 下 
TT) 
夺 0 所 一 各 Cro} 芝 17/2 对 一 茹 n' >n 成 立 ， 
因此 limg rn) = (Cro). 


(Ci) 车 了 Cro) 一 220; 则 对 YY nro >n; 人 而 zoE ,wwii. 而 
此 时 BT ro Fn 
艳 fr = limg (ro). 
这 就 证 得 ,YY 7EE 有 limp(7) 一 /Lr). 引 理 证 完 . 
现 回 证 本 题 : 因 广 可 测 , 所 以 A 丫 、F 非 信 可 测 , 于 是 身 引 理 ， 
有 简单 廿 数列 {9q0 } {gi } 棱 
HW, 有 og fn ), 
Fpl no ), 
于 起 
f= =limg limg 
lim(tgt —w ) 
令 一 和 一 gH (Cx) ,有 即 完 成 了 本 题 证 明 . 
注 本题 说 明 ,对 任何 可 调 函 数 , 可 以 用 简单 也 数 来 作为 它 的 
一 种 逼近 . 而 简单 函数 是 一 种 比较 容易 了 解 的 函数 ,所 以 本 题 作法 
是 通过 简单 实例 来 探讨 复杂 问题 的 一 个 很 好 例子 . 
[4.34] 证 明 . 设 三 为 巴 上 的 可 测 函 数 , 则 五 Er 一 a](a 纪 
RD). 歼 [LF<cco ,EL 一 十 so] EL> 一 co 和 严 [LFr= 一 ce] 都 是 可 
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测 集 . 
证 因为 上 的 可 测 函 数 , 则 有 YW eaeE 有 :五 [三 > 五 [> 
ol.EL/A<aj 及 EL/ 寺 ej 都 可 测 . 
于 是 
ELf=e=EL/SaIN EL/<e]: 


ELf < 00 2 ELf<n]; 
EL/= 十 co] 一 互 一 下 CLF< 十 cc]; 


天 [六 > 一 c] 一 之 EL/> 一 上 
五 [LF 一 一 cc] 一 巨 一 天 [> 一 co 
均 可 测 . 
亦 ”命题 成 立 . 
[4. 3S] 试 和 证 :Ci)y 若 了 在 瑟 上 可 测 , 瑟 ,为 五 的 可 测 子 集 , 则 
了 在 五 上 可 测 . 
(2 荐 广 在 到,、E2 上 可 测 , 则 广 症 请 二 LURK 上 辣 测 . 
证 C7 YY aERi 记 [个 >a 一 所 门 5[5/>aj, 由 题 设 知 El 可 
测 . 而 了 在 五 上 可 测 , 所 以 五 | 与 瑟 [ 廊 > 加 均 可 测 . 故 五 LA-e] 苛 
测 . 即 了 在 关上 可 测 . 
《2 记 EE=EUE;:, 则 WY a R', 有 
ELf>aj=—=EEtf/alUE,[ a]. 
由 在 上 可 测 知 巨 [7 汪 a 可 测 ( 人 二 1,2). 
所 以 五 Lo 可 调 . 故 7 在 五 一 五 | UE 上 可 测 ， 
514. 36] 设 下 为 可 测 集 , 则 有 
1) 广 在 症 上 可 测 二 > 开 集 GEER'，; 
FG)S=ELX|AC EGJ]T 测 . 
《22 广 在 无 上 辣 测 寺 玉 ¥ 闭 集 FCCRT1: 
A ECxr| AE FIT. 
3) 在 志 上 可 测 守 一 Y fr 型 集 ( 或 所 型 ,或 Borel 集 ) 
MR ND = ELY| F(A) E MDT. 
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证 (1) “于 一 " 设 对 任 一 开 集 GSR! 都 有 五 Lr1Cz)ECJ 可 

测 , 则 Y aER', 取 江 集 (4a, 十 coo) 二 Go。y 由 于 
CT 在 他- 一 [as oe (ra, 

于 是 , 1G) 一 E[zr|if(CxYIE ta To)]~=E[/>e] 可 测 (Y aE 
R'). 

故 由 再 测 落 数 的 定 关 知 让 在 斑 上 可 测 . 

“一 > " 设 语 为 E 上 的 可 测 卫 数 , 而 局 为 R! 中 任 一 开 集 .由 开 
集 的 构造 定理 知 , 存 在 一 列 互 不 相交 的 构成 区 间 :(ai ,57 (ass 
z 使 


GO= 人 Can， 


面 由 了 可 测 可 得 
Fansb.) = Era < <] 
一 五 L7 < 一 五 La ] 


可 测 . 
故 JIGO) 一 广 引 入 Gao 


可 测 . 
(2 “一 一" 讶 对 任意 闭 集 所,EFAzr)EE] 可 测 , 那 么 Ye 
R, 取 闭 集 天。 一 [a, 十 ce), 则 有 
五 LTr) 隘 四 一 百 LACr 丘 下 (VaER')y 
可 测 . 
因此 了 在 五 上 可 测 . 
“一 一 ” 设 /(0) 为 玉 上 的 可 测 函 数 , 而 下 为 R! 中 的 闭 上 集 . 由 
闭 集 的 构造 知 ,下 是 申 R' 去 掉 一 个 开 集 而 成 ,所 以 严 是 由 至 针 可 
列 个 铂 立 点 及 至 允 可 列 个 闭 区 间 之 并 集 所 组 成 , 即 天 可 表 为 
天 一 之 ;Ta 人 放 ] Cosa she) 


本 一 人 


”18D。 


而 对 每 个 Lavve 了 ,由 了 可 测 可 得 
Fias bs D) = ELE) ED, | 
一 五 LS 1— ELfF<La,J 


可 测 
夏 
FRYELFACON EFI=E( /YE SCa,.b,]) 
一 了 
= Ea fr) hb,] 
可 测 . 


《3) “一 一 ” 没 对 任 一 Cs 型 集 M,CMD 二 ELFCz)E an 可 
测 , 则 Y aE Ri:Cay 十 co) 一 Ka 十 cc) 门 RE 门 R mm 也 是 Ga 型 集 ， 
于 是 有 

ELf/>a]=/ [ta, 二 cc)] 
可 济 . 

故 Fr) 在 五 上 可 测 . 

“一 " 设 广 为 巨 上 的 可 测 岁 数 , 而 MI 为 Gs 型 集 , 由 Gs 型 集 
的 定义 知 ,3 开 集 烈 {1G,.} ,使 


m=—l]lc.. 

但 由 (7 ,1 可 测 . 故 

Fmn= ll — | EL EG,] 

可 调 | . 
娄 似 的 方法 可 证 af 为 天 .型 集 或 Rorel 集 的 情形 . 
[4.37] 设 了 .gs 为 五 上 的 可 测 函 煞 : 证 明 : 
(1) Le 可 测 ; (2) 乓 Leg] 可 泗 . 
证 《1) 设 {r,; 是 全 体 有 理 数组 成 的 序列 , 则 
ELf CDOT>g I EL/ rN ELg<er)) Cu) 
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事实 上 : 若 zo 二 右 端 ; 则 3 mm 使 
zo ELFCr) rr, NN ELg Cro) rs, 

所 以 From 有 ro 期 roE 左 端 ; 

车 zsE 左 端 , 则 FoygBrzroly 于 是 在 开 区 间 fgfzonyrgro7y》 
内 至 少 有 一 个 有 至 数 m* 即 AGCro)>rprgtzo 亦 即 ro 所 五 [ 产 >m] 
NELe {Cro) <r 
故 〔(#=) 式 成 立 . 

由 Ag 在 瑟 上 可 测 可 知 EL 和 ELg 过 1] 可 测 t¥ 有 理 
数 六 所 Troy 故 


EL 四] 一 二 ELA>r]mEFs<r]} 可 测 - 

《2) 显然 ELf 坟 gg 二 EL 六 >gjUELsg> 旋 . 

善 六 E 在 五 上 可 测 , 则 由 (1) 知 五 LA>g] 及 吾 Lg 盖 门 可 测 . 故 
ELfAg] 可 测 . 

注 显然 EL/ 二 gj 二 EE 一 ELf 了 gj 亦 可 测 . 

[4.38] 设 /g 为 五 上 上 的 可 测 画 数 ,证明 下 烈 函 数 都 在 已 上 
可 测 : 

Caf cr)dbetnnta6 为 常数 )，; 

CP) fr) pr); 

(3) Cr 

Cd fir/ gr (goa.e + Ey); 

5) max {fn} .min{f ,ce}. 

证 (1) 先 证 :了 可 测 一 -az 可 测 . 事实 上 ， 

当 4 一 0 时 ,oz 人 可 测 | 


当 a>0 时 ,KE[af 这 qj 一 EL 之 荆 ] 可 测 , 即 af 可 济 ; 


当 a<0 时 ,EL[af>al 一 ELf<< 卫 ] 可 测 , 即 af 可 测 . 
所 以 argzr) 在 五 上 可 测 . 
次 证 ,六 g 可 测 一 一 /十 上 可 测 . 事实 上 , 因 fg 可 测 , 即 对 在 
总 有 理 数 :EL 了 >>.j. 上 [8g 放 0 一 都 可 测 . 而 对 Y aE R!, 蚀 证 
-1lRZ* 


ELf tg>ol= 2 {EL > IN EEg amr) 
所 以 , 殖 CA-H&D> 拉 可 测 , 即 CA 可 测 ， 
综 上 所 述 ,arCry-Fpetz3 为 瑟 上 的 可 调 函 数 ， 
《2) 先 证 , 注 在 五 上 可 测 = 一 六 在 巨 上 可 测 .事实 上 , 易 证 
Ed 
15LP waJUBLA a Sa 
则 由 本 测 知 ,Jf? 可 测 ， 


于 是 再 由 7x) gr) =f+e) 一 (7 一 5 ] ,结合 (1 下 


上 述 产 可 测 之 铺 论 知 /ry g(r) 可 测 . 
《37》 由 


EL 中 一 全 


阅 ， 当 a0 
Et 1 {EL eo, 当 a 一 0 
五 [一 as ra. 当 ea 
可 知 , 当 可 测 时 |f(x)1 可 测 . 
4) 先 证 ,可 测 一 一 1/g《r) 可 测 (g 关 0 a.e. 于 号). 事实 上 ， 
我 们 有 


如 [| 去 <scr<<o] 当 a-<g 
<o]=— ELgCry 0], 当 a=0 
‘ECg Cr)<0JUE| ec) 十 | 当 oa 


所 以 只 要 gg 可 测 便 有 1A/g (tr) 可 测 ， 再 由 /Cr)/g(r) 二 了 (x) 
*“(《 1 gtzr))7 即 得 547). 
(3 由 .gg 可 测 及 关系 式 


maxt/,g) 一 评 E/ Ce) gr l/ir— gtr)|j, 


leres) 


minCf,g) 一 二 [fCx) 坏 SCI [fr gC) 1. 


立即 得 到 maxt ,gy 扩 min(f,g) 可 测 . 
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[434. 39] 车 {ftr) 为 巨 上 的 可 测 函 数列 , 则 

《13 suP{t/》 《23》 inf 

(3) lim/, Cr) (4) Lim/ Cx) 
都 是 二 上 的 可 测 函 数 . 特别 .车 im/C7) 一 /7X), 则 Ar) 在 EE 上 
可 济 . 

证 《1 先 证 一 个 等 式 

Elsup(/.}>«I— IEEf .>alYy a€E RD) 
事实 上 ,着 To ELsup>4j, 则 sup/At7o) >a, 于 是 站 在 某 


个 使 所 ,Cra 分 40€ 之 EL[f, 之 qj 所 以 ELsup/,>a]C 


这 EEL/ 这 ej 反之, 若 x 世 ETf,>a], 则 有 mi 使 x EL/ >>aj， 
n= 上 本 一 上 
即 产 Cza2av* 欠 而 sop?A tz 之 0 好 有 EE ELsup/" > oa, 因 


此 之 1E[/,>a]CE[sup/. 之 aj. 苓 得 所 下 证 的 等 式 . 
根据 这 一 等 式 ,由 /可 测 C" 一 1,2,…) 得 出 supf 太 ) 在 已 上 
可 调 . 
23 央 为 站 人 一 一 st 一 CD) 
所 以 由 (1) 即 知 和 fsCr)} 可 测 . 
(3) 由 关系 式 
lim f(z) =inf (supf. (x)) 
Lm tl Te 
及 (1)、.(2) 妈 可 得 证 . 
《4 由 关系 式 
lim fC2) = lim(— /Cr)) 
及 {3) 即 可 得 证 . 


对 于 特别 情形 ,只 希 注 意 到 
- 184 。 


fr} = limf, Cr) = ln) im, (x) 
即 可 . 
[4. 40] 设 { 六 } 是 吾 上 的 可 测 函 数列 , 周 其 收 伍 点 集 与 发 散 
点 集 都 是 可 测 的 . 
证 显然 ,{ 广 } 的 收 敏 点 集 可 表示 为 


五 。 一 至 Cr llimf,Cx)—limf.(x)] 


-Te[ Em 让 
由 广 可 测 可 得 lim 及 lim/j 都 可 测 , 所 以 
Tm, — lim ,| 
在 五 上 可 测 . 
从 而 ,对 任 一 自然 数 *,E| Hi 六 一 im 六 1 一 二 可 测 - 故 
E.— Tel li.—tim/. |< 

可 测 . 

晤 然 收 化 点 系 五 。 可 测 , 那 么 发 藤 点 提 五 一 五。 亦 可 测 . 

14. 41] 一 般 地 ,可 测 函 数 的 复合 函数 不 一 定 可 测 ,但 在 下 面 
的 情形 ,可 澳 画 数 的 复合 画 数 仍 可 测 ， 

设 f(z) 在 RI 上 连续 ,g(rz) 是 [a,5] 二 下 上 的 可 测 函 数 , 则 
fAg C7)) 在 到 [4,68] 上 可 测 . 

证 设 a 为 任意 实数 ,要 证 ELf/(g(z))>a] 可 测 . 由 在 Ri 
上 连续 可 知 , 恨 :La 是 开 集 , 设 共 构成 区 了 间 为 fa 有 0 一 1， 
2,…). 于 是 

YiEN, 当 gOE (oA)NH f(g Cr) >a; 反 之 , 若 Cg (7)) 
ay 则 避 有 7EN;, 合 gC EE Cm,B). 
所 了 以 


ELf Cg (Cr) >al— ZELg (Cr) € (0,8)] 


+ 85 = 


= Eta <g Cr) A. 
但 由 题 设 ,gg 在 五 上 可 笛 , 则 天 [ua 二 gCx) 之 总 1 可 测 , 从 而 
桩 [Fegtcr ma 可 测 (ka 为 任意 实数 ). 
故 gCr7) 是 点 上 的 可 滑 明 数 ， 
[4.42] 设 让 在 上 可 测 ,g 是 R' 上 的 Borel 可 测 函 数 , 诫 
证 :8 是 五 二 的 四 测 师 数 . 
证 记 FC 一 g(r)). 先 证 YW 和 及 :下 式 成 立 ， 
一 3 
事实 上 .rE 1A) 二 > weEAd 便 Flr) 一 gCf(r)}) 二 vy. 
o>/r Ee LO) 
Etg CA)Y, 
因此 对 于 Y eE R!, 有 
ELF2>al— ELF(DE (Ga)]=F Lr, oo0)] 
=/ (ga, + 0))), 
而 & 为 Borel 可 测 泪 数 一 一 Ri[g 守 wj 一 g 1(te, 十 me) 为 民 ! 上 的 
Bore] 集 , 妈 gicCia, 十 co 一 14 可 测 . 
但 子 为 可 测 画 数 一 -1187 为 可 测 酌 数 , 即 有 五 [天 CrIa] 
可 测 (VY aE Ry. 
故 Fir 一 g(F(7)) 为 下 上 的 时 测 函 数 . 
[4.43] 设 fcr 是 世上 的 几乎 处 外 有限 的 可 浏 函数 ,mm 
二 十 50, 则 Y sm0 存在 有 界 可 测 画 数 g(x), 使 
mELFCr) sr) 1 
证 令 五 "一 天 [17zr)1 一 十 co], 则 由 于 和 了 在 五 上 ace 有限， 
出 713 五 o 一 0 设 五 ,一 厂 [rn]Ce 一 1 2,…), 则 有 
EE SE: DOE, 


且 limE,=— | [rE,. 
ppp mn 
交 mEo=0, », limmE,=0. 


因此 ,VY sc 一 0, 存 在 自 热 数 和 NN, 梗 
“二 有。 


zz 五 mw 一 mi 区 [Fr Ne. 


作 放 数 
fr}, TEE—Eyx 
#7)= to TEEw 
由 g 的 定 久 知 |gCr? | 之 NCrEEY, 即 gg 在 瑟 上 有 界 .而 
ELACx) R(T) Ew, 
故 mELfAg SmEne. 


妈 此 gt7) 便 是 符合 要 求 的 可 测 盯 数 ， 
四 .关于 可 测 正 数列 的 收 剑 性 
[444j 设 { 厂 } 是 老 上 斤 事 处 处 有 限 的 可 测 医 数列 ,到 五 


二 十 咯 ; 则 记 二 一 于 上 5 的 充 要 条 件 是 :对 任意 自然 数 上 ,都 有 : 
lim 二 2 一 Ab> 到 | —0. 
证 设 局 二 {T1720 一 * CTCn 一 oo)}, 则 有 
p= 2E[ ry fz) 1 | Cx) 
《 见 江 泽 坚 编 & 实 恋 函 数论 ?3P66* 引 理 ”) ,现在 我 们 利用 上 述 x x ) 
来 证 明 本 题 结 论 . 


必要 性 . 
设 有 Lmf(r) 一 /(x).a.e. 于 区 , 风 有 mwmD==0. 


记 
Et&) ~—E| fo fl] PE). 
于 是 有 
p=—2>11. 之 (&) 一 SIP. 


由 芭 局 二 0, 得 


m2 | [Puct))—o0. 由 对 和 任意 的 上 ,有 
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ml [Pr =0 (=1,2,.). 


但 
EPA DO OPrtR) OPrri CE 


又 由 题 设 。mwE< 十 吕 ; 因 此 

lmmpx) = ml [Psa))=0. 
鼓 对 任 一 自然 数 下 ,有 

home[ .> 

充分 性 . 设 Y 自然 数 闵 有 下 趟 成立: 

, en 1 

bm Sa [1 -0 
邹 和 已 CR 一 Of 一 co)《 记 导 同 上 ). 
册 极 限定 光 ，, 刁 Ar 一 worR)， 当 NN', 时 : 

mPw (lk)<ete 为 任意 正 数 )， 


由 于 P18)D .DPRIDPN RVD 
因此 有 


ml [pv = limmpPa(k)—0 (CY KEN). 
于 是 


m2llre. (ED < 反之 mm JP 一 0. 


p= Bp EP). 


= 


胡 DD 二 0 
即 fr a e. 于 二. 
[4.45] 当 六 是 玉 上 的 有 界 可 测 函 数 时 , 必 存 在 太 上 的 可 测 
子 集 的 特征 函数 的 线性 组 合 t 简 单 浅 数 } 所 组 成 的 区 数 序 烈 (f.,}， 
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六 二 肥 r(Cry 于 已 . 
证 国耻 有 界 ; 可 设 [C7) | 二 MCrTEE). 对 任意 自然 数 =* 记 


Em =E| EMEL) LM .i= 一 2 一 2 二 1, ;2 十 1, 


作 旺 数 ， 


Cr) 一 之 /站 MXem (zy. 


因 站 可 测 , 所 以 一 切 E," 都 可 测 , 鼓 Kem (zx) 为 可 测 函 数 . 
妈 (zx) 确 是 上 的 可 测 子 和 集 的 特征 函数 的 线性 组 合 , 于 是 f(r》 
是 正 上 的 可 测 函 数 ( 简 单 函 数 ). 


下 证 ,所 一 fn 一 局): 事 实 上 ,Ye>0, 取 自然 数 NN,; 使 
aAf7/2r < ey 则 当 12 时 ,对 -一 切 工 己 下 : 均 有 


ff 1 
故 “” 当 neo 时 ,六 (Cr 一 致 收 秀 于 rr) (rEE). 
[4. 46] 设 让 一 于 EEE, .FPCzrsgfxyvase 于 匹 Cn 一 1， 
2 fis) ae 于 五 . 
证 因 /一 = 一 了 ,由 歼 斯 定理 ,3 子 列 { 放 (Xx)} 守 {f(r 站 使 
六 一 -> 大于 五 (一 (Cx) 


2 


nf 
re. 


4 一 | DELf.>8)) UEL/, + 
由 (x* 3 式 得 
mEL /~ =0, 
而 由 题 设 太志 Fr ae 于 寿 人 mn 一 1: 2 7 可知: 
YY eo mE >e je/2" (nom=1,2,.), 
则 有 
3 .过 snl > 五 [六 一 的] +mEL/ A] 
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一 二 me[ 广 > 杂 十 着 百 [大 一 > 三] 


< 训 +0=e. 
即 有 mA 一 0 
而 在 Eo 二 EE 一 A 上 有 乒 <FCY XE EW 有 f(rE Eo) 
让 fr) linf, (TSSg Cr). 工 毛 Eo. 
部 fn)etrya.e. 于 EE. 
14. 47 上 设 六 = 六 于 兢 , 且 he TE tn], 
2 A ae. 于 EE, 


证 由 下 一 和 >f 知 ,3 (六 到 (万 } ,使 户 一 全 广 于 五 
念 


一 人 SE ]) UEEL/— ~ /Jj. 


因为 有 和 天 [六 一 一 门 一 0; 而 对 六 ;由 于 
= a-.e- 于 EE, 


刚 
mE A Ee/2" nom 12 ), 
可 并 TY s>D 丈 有 
ma 六 -> <> ;一 
所 以 .mm 外 一 上 


于 是 ,对 xzo 息 五 一 外 ,有 
To To) HH fro) (roo). 【中 一 ce 
即 1 六 (ro 为 单调 不 减 数列 , 且 子 列 {L/ (ro 有 极限 7Cro). 所 以 
tro) 当 mc 时 有 被 限 , 旦 被 限 为 /CCzro). 由 所 五 一 仿 的 任意 
性 即 有 
limf a) rrE ER). 
好 fa.e.T 于 EE. 
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注 一 般 情 况 下 , 当 记 一 玫 广 时 ,由 区 斯 定理 ,只 能 涌 定 
{ 天 的 一 合子 末 人 /开平 处 处 收 委 于 六 簿 此 题 说 明 , 当 (三 为 
“单调 ?函数 列 时 ,由 六 一 一 了 可 导出 六 一 六 ae- 于 大 . 

L4. 48] 设 广 一 一 了 于 已 , 昌 广 一 gaoase 于 展品 一 1 2 7) 则 


有 
于 (8 为 可 测 集 ). 


A— ELf.z8.]. 
对 Y E>0, 因 太一 See 于 五 ,所 以 有 
mELf/, ga <e/2" Cn 1,2,.). 
于 是 


mA mELf 8 > Se. 


-一 
帮 ”对 于 任意 正 数 a 盖 0. 由 于 
ELlg.— /IoJEEL), ~ /oA. 
则 
mE[L|g.— /IcsmEL|/~— /| 守 o] + mA 
=mEL|A— /| 这 a] 
而 由 二 一 让 得 
limmE[|f.— /Ie]=0, 
故 limmEtLlg, /floj=0. 
即 ”二 = 于 五 . 
[4. 49] 设 刻 一 一 /于 EE, 且 /一 gr ae 于 玉 , 则 
CT) 一 EEC) 于 五 . 
证 因 
ELl/ gl EEL/ajU EDL,— fla], 
所 以 
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mECI/—gloEmEL/s j++mEL|f /|o]. 
而 由 f==g a.e 于 EE 可 和 NMmELF(r) g(x} j= 0. 
则 有 
mEL|IM— gloi<mnE[L| /Af|oj. 
又 因 六 一 一 /于 匹 , 即 
limm EL 1/,— fl20]=0. 
因此 
limmE[l/,—g8 |>0]—0. 
故 />g 于 EE. 
L4. 50] 设 让 一 一 于,g (xX) 是 五 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 
阔 数 . 则 有 
CO) fT fr; C2) frag lr rg). 
证 (C1) 由 111 一 jl 寺 1f 一 /| 有 
ELIIA. |— If le]JEEL/— /fol. 
从 而 
"EL||A | |AllmEL|/— fF|>0]. 
又 由 产 = 一 一 了 于 五 ,有 
limmE[lf.— /l=0CY o>0). 


limmE[L IIA Ife]=0tY o>0)., 
即 | 一 11 于 上 上 . 
《2) Y s>-0, 因 有 Cr) 几乎 处 处 有 限 , 所 以 3 4 0 使 
mE[Llg lj<e/2. 
又 由 矿 = 一 一 得 ,YY o>0 N= 二 NC&,0), 当 n>N 时 ， 
mE| |/ ~/ |]<e/2. 
而 由 |f.g 一 Zs 1 一 1 一 Af|， gz 可 得 
lg 或 | 记 一 fl 守 o/k ( 正 于 ,> 
于 是 
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EFLA gf golEE[Llel>AUE[I/— />| 


因此 ; 当 n 汪 和 时 有 
mEL|f.g— fg 1gj 


<mE[Llg lk]+mE| 1/. 一 fl 之 香 
后 所 
三 
由 的 任意 性 知 
limmEL|/f.g— fg|oj—0. 

[i 
[4- 51] 设 太一 一 于 号 ,gu 一 5 于 五 , 则 有 
《12》 fs/ eg; C2) 太一 有 一 了 一 区 
C3) 产 一 -> 产 ); 《4 fr Ef Eg. 


lnmEL 17. /I> 多] 


limmE| lg.—gl>2 |=0. 
而 由 | 六 上 gs 一 CrHg)13za 及 
[天 一 . 记 十 (Cg 一 有 妥 | 太 一 上 十 ,一 此 | 
得 出 
| 一 fl 这 卫 或 lg 一 81 这 六 
所 以 
EL|Cf+g) — Cf +g) I] 
SE[If.—/I>E UE| te.—st>£ |]. 
对 一 切 自 然 数 n 成立 《这 种 分 解 技巧 我 们 在 解 有 关 依 漠 讼 收 敏 的 
题目 时 经 常用 到 》. 
于 是 
| 
“193 * 


mE| /1 |+mE[ ie 一 el 三] 


一 站 十 日 一 Da 一 cc)， 


limmELIC/ + g++e) | oj=0 
BE rg rte 于 EE. 
(C20 与 1) 类 要 地 有 : 
ET 一 一 CA 一 JJ 一 AI 人] 


UE[ Is 一 sl 站 
其 它 过 程 与 1)7 完 全 相同 . 
(3) 先 证 * 若 /一 >0, 则 太一 一 0”. 事实 上 ,YY en， 
ELIF—0|eJ= EL|/f,|a] 
=E[|f| 守 vo] 
一 五 [| 产 一 oj 六 va. 
由 乒 一 0 知 ， 
limmELI/—0| vo J os >0). 
limmEL If —0| 守 oj]=0. 即 .六 一 一 0. 
再 证 "车 一 > 了 则 放 一 一 请 沁 事实 上 我 们 有 : 
N+2 NN, 了 ,一 ~ 
。 刻 一 f 一 0( 其 中 a.e. 有限). 
夫 而 ,Cf 一 ?一 0,2f(f 一 站 一 2f :000o0). 
因此 一 让 一 0, 即 产 - 一 =- 请. 
(4) 因为 
fr Ba—f*g 
= N+ Gg) gg) 
十 上 (8 一 下 十 5 《AP 一 户 ， 
而 fo fg. 从 而 评 有 有 rg .2. 有 限 . 
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所。 (gn—2)— “ DOO;g * Cig 。 人 站 一 口 。 


及 由 CO Ns 800=0， 
及 {《 乒 一 站 一 一) 一 全 一口 一 0 
可 得 


Cf fae 0 fg 0. 
故 ”8 一 了 ”SEE 一 0. 
即 扰 Cr)。r rr 一 zl)。ECr7 于 五 . 
[4. 52] 设 和 互 < 十 co 六) 为 互 上 的 可 测 画 数列 , 则 .一 一 
了 于 五 的 充 要 条 件 是 :Y (ct ;39 {0} 的 子 列 ( 记 :使 
CTI (ra,e, TT Elo0), 


证 必要 性 车 放 一 一 站 由 定义 可 知 , 它 的 任 一 子 烈 {fi,} 也 
依 测度 收 误 于 太 对 {1} 及 其 极限 (x) 应 用 葡 斯 定理 , 必 存 在 
(fm) 宇 {7%} ,使 

7 tao/ (ra.e. TT Eto0). C1y 
充分 性 设 1f,}) 的 任意 于 列 { 放 } 都 有 一 子 到 {让} 满足 : 
EE CT rae 于 EC oo). 


以 下 用 反 证 法 证 明 , 必 有 刻 一 > 让 设 若 太一 了 于 五 , 则 导 

0 使 
mEL| 六 一 六 oz] 一 六 = O(n oo0). 
因此 应 有 有 子 列 {1} 三 {Lf} 使 得 
limmEL|f,,— fl20]>0 C2) 
战 而 对 于 {1 的 任 一 子 列 tf}; 著 Fo ae 于 五 (六 >col， 
则 有 
limm EL EE Cr fr | r=00nE< oo). 

这 与 (2) 闻 上 盾 . 

所 以 ,在 (7 中 不 存在 几乎 处 处 收 租 于 rz) 的 子 列 ,但 这 一 
结论 与 题 设 条 件 相 小 盾 . 

鼓 tT) 一 f(r) 于 ECn—o0). 
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[54.531 几乎 处 处 有 缚 的 可 测 画 数 班 { 六 Cr 依 测度 收 伍 的 充 
要 条 件 是 :Y sO 亚 EE 站; 习 自然 数 NN, 当 nN om 时 ,使 得 
mE Af | <ie. 
证 ”必要 性 设 让 一 下 ; 则 YW o>0, 有 
limmE| If.—Al> |=0. 
即 Y e039 N, 当 nN 时 
mE |/.— /I |<e/2. 


EI/.—/ lSE| 1/.— fl> 人 UE I/ 7 
所 以 ， 当 和 :ar 时 
mEL|/,— f, la] 
可 , 三 
SmE [17.—fI>E |+mE[ LA 一 AI 号] 
[3 后 
一 可 十 一 
充分 性 设 对 Y 9 六 0,e 汪 01 了 了 自然 数 入 , 当 n,m 汪 WN 时 ,有 
mEL]/.— /| ie. 
则 对 任 一 自然 数 让 ,可取 N,EN, 合 得当.m 宇 N, 时 有 
mE| 1/. 一 /| 衬 二 |<< 去 =2 
而 县 可 取 上 述 Ni 使 Ni 过 Nis1 车 令 
- rr 1 
E.=—E| /wm LN 


则 显 热 EE 二 Ey 二 1;2,-…), 且 
mE: < 2+. C3) 


记 5 一 [了 和 ,可 证 ms 一 0. 事实 上 ， 由 子 
(SE) Dm, >- ‘1/2"71. 


业 一 晶 


-196 * 


而 显然 之/ 瓦 , 全 之 7, 即 { 了 7 五) .为 单调 集 列 
nn 下 二 nm 十 站 
故 
zaS 一 lirozaf > limai 一 0 
A 工 协 一 下 有 一 上 


下 面 我 们 证 明 AcCzr) 一 Cr) 于 五 (一 cc) 事实 上 . 设 开 挟 
E 一 SC( 注 意 S 是 零 测 集 ), 则 存在 自然 数 ,使 
rEE— LE,, 
所 以 对 一 切 大 > 时 ,x 区 忆 . 由 (3) 知 ,一 [ Au 一 Ar 去 | 
从 而 工 亿 已 即 汶 : [fv — fn (tr) [< 和 2. 
由 此 可 知 , 当 mm>n 时 有 


之 ;or 一 FoCr [二 2 4) 


这 说 明 ,级 数 fw Czr) 十 之 ;LA (z) 一 fv,(7)J] 在 一 S 上 绝对 收 


敏 . 因此 {fv} 在 芭 上 几乎 处 处 收 敏 , 设 其 极限 函数 为 f(x), 则 
F(z) 是 五 上 玫 乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ， 


另外 ,根据 (4) 式 ,由 Mt- 判 别 法 知 , (Au cz)) 在 旦 一 之 1 本 上 
一 致 收 敏 于 f(x). 因为 


zz ps wD, 


-a 


所 以 fw 一 等 f 于 .而 一 致 收 合 可 推出 依 测 度 收 佑 . 
战 fw, = f 于 五 (下 -ce 
最 后 ,由 


mELIf.—f lolSmE| If.— ful |tmE[ fr,—/l> 4 | 


得 
limmELI/,—fi>ol=0. 
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部 一 一 (Cr) 于 区， 
注 我 们 称 和 满足 条 件 : Ya0sm0D 子 自然数 和 N, 当 n,m 
人 时 ,天 玉 [ 站 六 一 大 1 储 cc] 天 es ”的 可 测 郴 数列 为 依 测度 基本 列 . 


于 十 本 题 可 表述 为 : 

请 一 一 /于 五 < 全 (六 为 依 测度 基 老 列 . 

[4.54] 如 果 对 于 任意 固定 的 x, 当下 一 3 时 ,f(z) 一 一 
了 CT) 一 0o0) ,而 当 n 一 oo 时 ,CT) 一 帮 Cr) (no0), 则 在 
ACT)} 中 可 以 选取 函数 列 依 测 度 收 襄 于 f(x). 

证 任 取 两 个 单调 下 降 的 正 数 列 {o.},{e,}, 自 oY 0,e, On 
一 coco) 寻 任 一 自然 数 n, 由 于 

一 


所 以 必 有 名 ,使 得 
mE[ FEC/ | | 一 ey2 C=—1,2,.°). 


下 证 {ft (x)) 即 为 所 求 函数 列 : 
VY o>0,e>0, 由 于 oY 01e, 40, 故 存在 自然 数 和 Ni;, 当 n 庆 NN， 
时. 而 当 “2 时 
db 
所 以 
mL 一 AI 号] 
<mE| 7 一 ze 孚 | 一生 一 三. 
另外 由 /一 > 下 知 ,3 自然 数 Me, 当 hrvs 时 
tm 所 _E 
mE| | AI 二 | 一 二 
联 N=maxtN, wz， 则 当 n> 时 ,有 
mE| 1/ —/" > ]<， (1) 
mE| 17 一 站 > 三 | 一 和 《2) 
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但 我 们 有 
EL /foEE) /PA 1 宇 卫 | 
UEi 1P 一 Ai32 呈 | 


从 而 当 n 汪 NN 时 ,由 (1)、 2) 知 
| 和 [Fi 一 Cr) 六 


<mE[ [fi FY [> 壮 |+mE| Le 一 Al 


十 三 一 
Se. 


mw|n 


BP 


limmELIf /loj=0 
故 (7) 一 f(r) 于 EE. 
[44.55 设 gtx) 是 R! 上 的 连续 函数 ,mE 十 co. {f+} 是 世 
上 几 竹 处 处 有 限 的 可 和 调 画 数列 . 且 六 (z) 一 Cry 于 五 . 刚 有 
8[ 记 kr] 一 SLCz) 于 五 
证 直 六 一 1 六) 为 几乎 处 狂 有 限 可 知 , 了 也 几乎 处 处 有 
限 . 于 是 对 YW srDyc0D, 自然 数 No 及 91; 当 这 nn 时 


mEEL|/, Cx) IN 一 工 ， 


mELI/Cr) | Nj. C01) 


由 于 gg 在 R' 上 连续 ,所 以 gg 在 [一 Ns,,No] 上 连续 ,由 包 项 式 通 近 
连续 函数 的 维尔 斯 特 拉 斯 定理 可 知 , 有 和 针 项 式 P(r)}, 使 YW x 
{i— No,MNo] 


[gzr)— Pr) | <a/d. 2) 
记 
E,=EL|IA Cr) {<<NN EL FR) | < Nj 
出 
E=E[L|IA >No UELI/ (xr) | NoUE.. 
夏 
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ELlgt 2 —gC | eo] 
= (ELI |No UELIASEN JU EDN ELS — gt 1 
EELI/ NUELI AN IU (ON ELIe Cg oe) 


Cx) 
现 证 下 式 成 立 : 
mE NN ELCs — gt ol) <Le/2. C3) 
因 闫 一 了 ,用 数学 归纳 法 与 依 测度 收 租 的 运算 性 质 可 知 : 
[fr Cr Cy 
由 于 


POS ARO = a fF CTOF ar Ce 
从 而 由 {#3 式 知 . POT)) 二 PCFfCr)). 
故 对 前 述 ei>0,5 一 0, 了 we2; 当 # 二 nz 时 
mELIPCO YY — PON Ig/3d<e/2. (C4) 
着 EE 时 )Noy | fz)| 之 Nosy 由 (2) 式 即 知 , 当 工 
拓 五 . 时 便 有 
{etf Cr — PF, (try) | <Loa/d 
JaeF er — PCC ord. 


这 两 个 式 子 表明 : 
EMNELIgC C2) — PO Cr a/3]— i, 
EMELgCf tr) — PF So/3]— £0. {5) 
但 


E. MN ELIgCf Cr g(r eo) 
EN ELIs  — PA | or/31) 
UENELIPO YI— PCON Toe/31) 
UE MN ECLIgC PON Ia/3]) 


ENELIPCOY-— P(A) | or31 
因此 , 当 ”> 时 ,有 
mENELIgCO gt el) 
mE NELIPO I— PO Cr | a/3) 
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出 (53 式 


=<EmEL|IPOA Cr — POC | ao/3]<e/2. 

这 就 证 得 了 (3) 式 . 

取 员 一 max{fnirnz) ;由 半 n0 时 ,123、C2)、X3) 都 成 位 ,把 
《1)、t2)、(3) 式 的 结果 代入 Cx#*). 即 有 当 nn 守 no 时; 

mE[lgt/ )— gt Nele. 
亦 即 
limmE[l lg retf tr za 一 0 

磷 gL[Lftx)]—> gL/(tryjF Ek. 

五 . 叶 果 洛 夫 定理 和 和 莹 金 定理 的 应 用 - 杂 题 

[4. 56] 若 E 是 有 界 可 测 集 7x) 为 EE 上 几乎 处 处 有 限 的 函 
数 , 则 rr) 可 测 的 充 要 条 件 是 :存在 -一 串 在 整个 空间 上 连续 的 函 
数 名 4z) ,使 

ra ee 于 ECln roo)., 

试 就 一 维 空间 的 情形 证 明之 . 

证 ”充分 性 因 %(7) 在 R' 上 连续 ,所 以 六 4zry 为 至 上 的 可 
测 畏 数 , 飞 

了 (了 limg (ra. e. 于 乒 . 

页 fr) 为 五 上 的 可 测 函 数 . 

必要 性 ”由 题 设 .fixr) 在 户 上 几乎 处 好 有 限 且 可 测 fom 之 
十 cc). 根据 月 金 定理 ,对 VY 6, 一 二 cn 一 1.2,…), 存 在 闭 集 扩 和 在 
R! 上 连续 的 画 数 g,(r) ,使 

ki 在 ,中 C= f(r); 

Ci mt EF en 
于 是 ,对 YW o>0， 

ELlgAr fr) olEELe, tr EAA EE nF,. 

从 而 


mEL|lg.— /i>ojm(E OF,) <Le,= 十 (n= 1.2,…'). 


凤 有 
» 201。 


limm ELig,— /lol1=0. 
BE rr) EE. 
再 由 黎 斯 定理 可 知 , 存 在 子 询 18.<z)} 守 {8.t7T)1 ;使 
limg, Cr) — /ry ae 于 五 . 
记 GCT) 一 g(x)1 则 名 (7) 在 R' 上 连续 , 且 
limg tr}= /tr ee FE. 
[4. 57] 设 7Cr) 是 区 间 fe,5j 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 
数 , 则 对 于 件 意 s 盖 0 及 80 人 恒 有 了 闭 集 居 EC[a,2] 及 密 项 式 亚 Czr)， 
使 加 玉 人 六 一 民 一 仿 : 而 在 严 上 
If Cr Pir) Le. 
证 记 瑟 一 Fa.5, 因 rr) 为 百 上 几乎 处 处 让 眼 的 可 测 函 数 ， 
由 兽人 金 定理 ,对 W850; 闭 案 下 哇 玉 和 在 R! 上 连续 的 范 数 e 
《zz2v 使 得 
在 已 上 Fr 一 ri (ny mtE—F)<S. 
所 以 
mmtabj—m( [a bl— Fa—d. 
由 于 At 在 [aa 上 连续 , 则 由 维尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 知 ,对 
y er0 密 项 式 P(x) ,使 对 WY rEFa; 上 ,有 
lgtr)— PCr) |<ie. 
从 而 在 下 上 也 有 |gCtr) 一 Pz)|<e. 但 当 xXEF 时 /f(r) 一 g(x) 
[2 
[4-$58] 设 ( 六 cz) 是 所 上 于 乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数列 ,而 
Jokz3 拒 和平 处 处 收 策 , 则 存在 常数 己 和 正 测度 集 已 , 它 瑟 ,使 
¥ EE AEN;: | (x) | < . 
证 由 题 意 显 然 有 rE>0, 不 妨 设 区 二 十 co (否则 任 取 区 
中 满足 0 过 mwEE, < 之 co 的 子 集 五 来 代替 五 ). 
依 题 设 f(z) 在 世上 志平 处 处 收 斋 ; 设 极限 函数 为 CT), 即 
Tf ra.e, 于 Earoo). 
由 叶 困 洛 江 定理 ,对 5 一 mE/4>>0,3 五" 安 号 ,使 得 
* O22， 


0) mCE— EH=mE/4, EP mE TmE: 
Ciy 在 Ey 上 太一 歼 收 化 于 JeCz)， 


另外 ,在 Es 上 使 用 重金 定理 . 对 ce 一 m5/4>0, 册 人 鲁 金 定理 ， 


存在 闭 集 下 入; 使 得 
CD) ntFa—— F<TmE/AB mr mE/2: 


i> Fiz) 在 下 上 连续 ,于 是 3 村 半 0, 合 得 | F(x) | 所 M(zE 


ey. 


由 于 记 在 Ez 上 一 玛 收 僵 于 /Ar), 芍 不在 下 上 也 一 致 收 化 


于 ACF 呈 Es). 所 以 ,存在 自然 数 和 N, 当 n> 时 ,有 
I /NIrEF). 
从 而 
[i i+1iEMTl a N,rEeEF). 
BY xEF,S nN: {fxr} lMi1. 


再 考虑 Fr ry, fw ry. 因 mr 一 1 2 


平 处 处 有 限 , 故 天 于 | 天 | 一 十 ce] 一 DG 一 1。2 NN). 
而 


EC 一 二 ee] 一 让 TEEIAI> 要 
目 
ELIAI>AISOECIA| RT+1]. (=1,2,. ,NY) 

所 以 

limmEELIf | >=mELI/|= +]=0. 
故 对 和 拇 个 iC 一 112,…,N) ,了 上 ,使 

mEL|f;| Rk, J-<mF/2N. 

取 一 rnax{f&iygzyw wn: 则 

mEL| 六 | 天 mA 一 1 2 MY). 
于 是 


m{ DI EL I>h]) SmEL /> 


8 
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mE mF 
3 NCO 2 
故 只 须 念 
A 
EF— EC Te max (M+ 1.k,), 
则 


mEo~mP nr/ 言 "> 土 m0. 


且 在 ER 上 ,对 -- 线 上 n 雹 有 
[A Cr) Tec- 

[4.59] 设 Cry》 “A Ca fr fr), 一 是 EE 一 [a,58] 上 
志平 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 且 有 广 于 (一 oo0). 则 存 
在 可 测 集 Er 二 [L261n 一 1,2,-…), 使 得 

ml [Lab]— SiE,) 一 0， 


u=1 
而 在 每 个 EE, 上 , 广 二 敬 rrkg- co， 

证 题 设 条 件 已 符 会 叶 果 洛 夫 定 理 的 全 部 条 件 , 所 以 ,对 名 
一 士 >0,3 E; 瑟瑟 ,使 Es 扩 广 ;而 在 [as6] 一 上: /一 于 /地 
已 (有 一 [ao 的 -站 

于 是 有 


一 [ao 门 [了 [有 五 ) 


出 一 
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= re PE 
- 工 [ec EY 
Ile, 


an{ [ae 的 一 全 五,| 一 0- 


n= 


综 上 证 明知 ,3 可 测 集 EE, 一 [4,56] Es ,使 得 
ml [的 一 六 天 一 属 * 


而 在 每 个 E， 上 ,所 一 和 fc). 

[4. 60] 设 和 瑟 忆 上 十 co, 对 于 五 中 每 点 都 趋 于 十 oe 的 国 数 列 
建立 叶 果 诸 去 定理 . 

上 E 考 述 ] 设 可 测 画 数列 {/Cr)) 在 五 上 扎 乎 处 处 收 仇 于 十 co 
放宽 题 设 条 人 性 ), 则 Y 5 汪 0,3 可 测 集 五。 居所 使 

mE EN), /SF Es. 

证 仿 瑟 一 五 上 六 一 一 二 ce] ,名 一 五 一 大. 由 和 崩 设 条 件 郑 ,总 
0. 

取 数 列 a 单调 上 升 趋 于 十 co 二 1,2,-…), 则 由 集合 相等 的 定 
尺 易 证 : 


P 一 了 了 这 TT[ELA>>aj ( 收 化 点 集 ). 


从 而 

Qo >s [fe 
证 A' 一 Ze[7<aa ， 
加 oS 
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由 xmQ@=o 有 ml 站 ax) =0 
显然 有 和 i45, 所 以 有 | 
limm A —m{ | [4:) =0(i=1,2,..), 
再 取 {B) 为 单调 下 降 趋 于 0 的 数列 , 且 使 


a+ 
由 于 limmrAs 一 0, 则 对 ¥ o>0,.8 0 * 了 本 5 使 得 
mA < 


由 于 之 16 收效 , 故 对 Y 8>>0, ,合生 Bo. 
令 ,IITETecncey>o， 


则 由 于 
E—E, 一 已 一 上 [LTermcz)>=] 


一 已 (sTIILIEcn (zr)>>e]】 


=—EN( SEELp ye J) 


ta, 


N (SEL ea] I] 


= int = 


m(E—ED) DmA, < S80. 


人 


最 后 评 明 六 Cr 一 本 ， 于 Es. 
大 a 一 十 22 ,所 这 对 WW 0, 让 半 1o; 使 aadf, 从 而 对 任意 


所 如 一 上 le 1 必 有 


+ 所 上 上 EEC]， 


役 ft. 
这 就 是 说 , 当 和 i> 时 ,YY .rE Es 都 有 
ila > 
其 中 i 与 x 无 美 ,内 与 MM 有 关 . 天 {Cr} 在 4 上 一 致 趋 于 
十 2. 
同 理 可 证 ; 设 芭 过 十 oy1 记 } 是 世上 一 上 串 几 乎 处 外 趋 于 一 
的 可 测 函 数 . 则 Y 3930, 存在 可 测 集 E: 守 ,使 


mtE— EH,A i, 一 站 于 Eas, 
[4 6 访 Air) 是 瑟 上 的 可 测 函 数 ,gp(w} 为 其 值 域 上 的 单 
调 了 薄 数 , 则 gt/fCr)) 在 玉 上 也 是 可 测 隔 数 . 
证 ” 即 要 证 ,对 VY aERi,ELr [g(r)) 计 aj] 为 可 测 集 . 不 妨 设 
gy 为 单调 不 减 的 ,对 YW aER'; 设 
p—infiy|g( ya}. 
分 两 种 情形 : 
Xi 车 Ety|gCy) 守 a}), 则 由 Ky) 的 单调 不 厂 性 知 ， 
ELrlegf re]= EL rb]; 
fi) 洪 上 在 (yipty) ay 则 
Elrleftr i al= EL/ 0. 
直 了 在 五 上 可 测 知 EFACr) 守 5] 和 EE[/Cr) 汪 6 可 测 . 
综 上 所 述 , 有 ELTIpCACx)) 沪 qj 可 袜 . 再 由 a 的 任意 性 可 知 ， 
9(CACzr 为 五 上 揭 可 测 函 数 . 
[4. 62] 谱 和 开拓 二 coyrry 是 吾 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 
数 . 则 Y e2>0, 有 界 可 测 函 数 g(r), 使 
207。 


mELf/ Cryer je. 
证 设 E, 二 EC 了 Cyn],A=E[I/Cr}| = 十 2]. 则 由 于 
zzr) 凡 乎 处 钼 有限, 可知 mm4 一 0. 而 我 们 显然 有 


EE nt .A TE 


大 而 limmE, =mA = 0. 
吉 Ye>o mm 使 加 匹 <e- 
作 辐 数 
fem, TEE—E., 
EC 一 ta TEE, 
则 etz) 可 测 且 有 界 .事实 上 ， 
letr) | no, 


是 ELf/Cr I AFR) = E,,» 
胡 
7212 五 | g(r) EE mE, <e. 
从 而 Btz) 就 是 所 求 的 有 界 可 测 画 数 ， 
[4.63j 设 Fz) 为 可 测 集 也 上 凡 乎 处 钼 有限 的 函数 , 若 Y es 
0 连续 函数 wp(z) ,使 
mE fC) rr) Le. 

则 zw} 为 到 上 的 可 测 冰 数 . 

证 虹 到 证 Y&R'i,ELf>a] 可 测 邮 可 . 

对 一方 六 04n 一 1,2,…) ,由 题 设 ,存在 连续 函数 G(x) ,使 得 
m 忆 .< 一 小， 其 中 


E=ELfC(r) Cx). 


令 MZ.E-E EN-E—M. 
由 于 jz 天 五 ,所 以 五 一 MU 
则 
。20 台 » 


av —m(E—M)=—ml E— DE E,)) 
-1 


=m(E.: SHEE,)) 


中 一 上 
=m|[ [ES cE—E.) 
= Ti "EE, 


=ml |E,<mE.<tCY nD. 
由 于 上 式 对 任意 自然 教 成 立 , 碳 
msslim 二 一 0 即 mv 一 0. 


又 由 于 五 一 AUN- 
所 以 

EL/>aj=MLA et NLL/ a]. Cw) 
但 由 mwN 一 0 得 mmNL/>a]=0C NULf>aleN). 
而 在 EE 一 EE 上:/(2) 一 J(z) % 连续 :当然 可 测 - 
故 


M[/> 四 一 之 {zxEE— EIfC) a) 


— {re E—E,ln Cr >a} 

可 测 . 
从 而 由 (#7) 式 知 ,ELf>a] 可 测 , 即 f(x) 在 到 上 可 测 . 

[4. 64] 设 -Ft 是 五 一 [ao 上 的 玫 平 处 钼 有 限 的 可 测 本 数 ， 
则 在 EE 上 存在 单调 不 增 函 数 g(1) ,使 YY TER!，; 

mElgtt} r=—=mEL FA]. 

证 第 一 步 , 令 F(T 一 mE[LAOO) 守 xr, 灿 下 tx) 具有 下 述 性 
质 : 

Cy Ficoo)—mnEL/) oo]~mE=b—a. 
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下 二 cc Lrc 一 站 
CmELIAl=+ 1=0). 
di 六 Cr 是 音调 林寺 的 函数 . 因 当 zi<r 时 : 若 /0 六 训 ， 则 
fF 
EL ri OED Gr] 
即 将 
nEO lnmEL/ GD) rl. 
WE 天 gr 天 Cr 
cii7 CO 是 右 连 续 的 . 国 Y TR'! 及 YW Ln} To; 有 
Fr =—=mnEL/> ro] 
=m ELF EL 
=—=Ftr + mE[L, A x,]. 1} 
由 于 {xz} 单 减 且 -rrognco) 所 以 有 


J Ec, /> zj. 
版面 limmE Lr 广 > 车] 一 全 
下 1 和 式 知 - 
lim(F tro) Fr D0. 
凤 F(z) 是 有 方 连 续 的 . 
第 二 步 , 由 上 上 述 讨 论 有 :一 a 宇 C7) 这 9 , 即 
而 二 性 十 天 (rc 一 2D<T< 十 ce 
《一 > 一 co 时 Fam=b;r or,Fa—a. 了 
其 而 ax 十 Fz3 是 单调 不 增 的 右 连续 的 函数 . 
念 与 人 ) 一 sup, {Tlat Fr re). 中 就 是 所 求 的 函数 . 首 
读 ; 对 YW Eap 有 1zae 十 下 zt 和 河 . 事实 上 
lim tat Fz) =at sma) =—b. 
由 于 “Eee 故 tt 财 
lim at FC} pt 


由 极限 的 不 等 性 , 习 zoER, 当 之 zo 娃 ; 有 
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FT 二 at;y 破 {zla 十 下 Cr7>t} 关税， 


其 次 ,1{xzla 十 Fltx) 半 +} 有 上 上 界 . 由 
lm (a+F(r) =a, GE ad), 


破 2>a. 
攻 t> lim tatt FOrYY. 
由 极限 的 不 等 性 ,3 后 RI, 当 了 人 > 时 ,有 
TI. 
由 于 a 十 下 Cr) 的 单调 不 增 性 , 当 7 之 7 时 ,有 
a 二 FtrT)t. 


所 以 ,ri 全 是 1rla 十 已 Crt 的 一 个 上 界 ， 
故 CGI 在 La:5 tasb 上 有 定 交 . 
第 三 步 ,Cet 是 单调 不 增 郴 数 . 
时 和 三 [Laspja<t 当 并 和 1 人 ea 二 Et 时 必 有 aa 
Fr ts rE trlat Fr }. 
~ {Tat Fri Ctriat Fr tl}. 
于 是 
sup{ir ea 十 下 《Tt Esuptr|at+ FA) mt }. 
EB Go:}. 
第 四 步 ,证明 mwrECGO) 守 xz] 一 :rnELAC}>7J. 为 方 俩 起见， 
令 
A=| 人 Gr}. B={rEt [a Flr}+a)} 
《其 中 [Firea 是 半 开 半 了 于 区 则 .)? 则 首先 可 证 
入 一 五 . 
事实 上 ,车 击 EEAN;, 刚 Gi)>.r, 由 定义 
人 一 十 


必 有 本 Tri:7<r<oriroyy 怀 
下 《十 人 ro 
由 于 天 为 单调 不 增 , 且 x 之 :所 以 有 
fo Fr tatrFtr)ia. 
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即 i#Efae,FCD)Ta) ;好 EB. 

反之 ;车 bEB, 即 下 (Xx) 十 a 六 to- 则 由 下 的 右 连 续 性 ;3 二 全 
了 :使 得 ,FCr) 十 a 站 fo. 

总 Cttao2Tirr 即 ta 全 所 . 

综 上 所 述 , 我 们 得 中 

mELGGY r=mLa. Fr)ia) 
—{Ftr) +al—a=F(tr =mELA mr]. 

而 已 证 tt) 是 [as;5jj 上 有 定义 的 单调 不 增 的 函数 ,所 以 G0) 即 为 
所 求 . 

注 ”与 李 题 第 一 步 完 全 相同 地 可 以 证 明 : 

若 /0 是 五 上 开平 处 处 有 限 的 可 油画 数 ， 
则 CD 一 ELAC) 这 Xj 为 R' 上 的 单调 不 增 的 左 连续 冰 数 , 且 满 
二 

Foo)—mE, Ct) oem0. 

[4. 65] 设 A 是 在 玉 二 fasb] 上 上 定义 的 几乎 处 姓 有 限 的 可 
测 强 数 , 那 么 ,3 唯一 的 ,使 下 列 两 个 关系 式 都 成 立 : 

CY mELf/ho ba) 2; 

(2 当 过 ho EL/ 2. 

证 设 记 C7) 一 rE[LACOD 字 jj]; 则 由 于 tc) 是 R' 上 的 单调 不 
增 的 左 连 续 阅 数 ,( 证 法 同 [4. 64]) 日 

io) F(TFo)=0. 
令 4 二 人 | 五 (全 一 az2], 则 有 
CD A (Ui) 刀 有 上 四. 


事实 上 , 因 FC 一 oo) 二 lim PC 一 2 一 a, 取 es 一 工人 一 a), 则 了 nd。 
<0: 当 < 时， 
6a Fe 0). 
所 以 
CD 一 > ba) CY LE (一 cn) 
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即 A 二 2. 
另外 ,由 lim Fr)=0 知 . 习 MER', 当 TM", 于 ， 
Fn) < 二. 


即 当 z 产 az 时 工 和 4 故 wz 是 4 的 一 个 上 界 . 

于 是 由 司 ) Ci 知 , 念 如 一 sup 有 4. 则 ho 显然 存在 . 从 而 3 14x} 
ArT, 看 rw 一 一 用 CD 当 {fr) 4 时 ,ECry2PdE 一 ay 
由 F(t7) 的 左 连 续 社 ,有 

FO limF Cr 0 a). 
即 
FA) mELf Sho] 


呈 因 及 基 R' 中 非 空 有 界 集 . 故 其 上 确 界 ,是 唯一 的 . 这 就 证 得 
C1). 

下 证 ; 当 玉 计时 有 ED 请 ]<( 一 uy/2. 

若 不 然 , 则 


Fh) mEL/ ha) 
从 而 访 7i. 这 与 加 (二 有 是 A 的 上 确 界 相 蔬 盾 . 
故 CD 之 吉 避 一 a) ,这 就 证 得 (2). 
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第 五 章 积分 理论 
内 容 提要 


[定义 5.1] (有 界 画 数 的 蔓 册 格 积 分 ) 设 tx) 是 测度 有 限 
的 点 集 互 了 上 的 有 界 男 数 ,As Ar)S 呈 -如 果 吾 可 囊 为 一 些 互 不 相 


交 的 可 调 点 集 已 | ,已 ;, ,天 之 和 ，, 则 称 到 一 之 /已 为 巨 的 一 个 分 
划 . 
设 五 一 之 :已 和 正二 ZE 是 五 的 两 个 分 划 , 则 称 五 


的 


一 之 / 2 E. 五 "" 是 比 前 两 个 分 划 更 细密 的 分 划 ， 


设 分 划 五 : 瑟 一 EH .=inf{/ (xr)}, B—syp{f (Cr)), 


2. 则 称 人 一 之 7 Am 到 与 5 一 2 BmE, 分 别 为 /Cr) 与 


分 划 了 呈 相关 的 小 和 数 与 大 和 数 . 

对 于 五 的 任 一 个 分 划 呈 ,都 有 mFS 和 S 志 BmE. 即 全 体 小 
和 数 与 全 体 大 和 数 所 成 之 数 集 都 是 有 界 集 . 分 别称 sup {sy 和 
inffS} 为 7) 在 玉 上 的 下 积分 和 上 积分 , 记 作 


J /ondr — supisr!. | reraar 一 inf{{S} 


车 [fenar 一 | reeoar， 则 称 产 2 为 在 此 鞋 勤 页 格 可 各 

的 有 界 画 数 , 上 .二 积分 的 共同 值 称 为 ftr) 在 玉 上 的 勒 见 格 积 
宁 , 记 作 
ad。 


上 empar 或 | Ar)dzr. 


[定理 5.1] 设 了 是 比 隔 更 细密 的 分 划 .,s 和 33" 是 与 互相 
关 的 小 和 数 与 大 和 数 , 与 3 是 与 五 相关 的 小 和 数 与 大 和 数 , 则 
sr 


好 “分 划 边 细 ,; 小 和 不 减 , 太 和 和 趟 增 .” 


[定理 5. 2] | (dr 所 | food, 

[定理 5.33 fir) 为 二 有 者 可 积 沙 数 的 充分 必要 条 忻 是 
封 任意 s 盖 0, 司 有 五 的 一 个 分 划 万 ,使 与 之 相关 的 大 和 数 屿 与 小 
和 数 * 有 0<5 一 9<e. 

[定理 35.4] 车 入 五 二 十 ce 风机 数 rr 在 已 上 有 界 可 积 的 
充 要 条 件 是 fcr) 在 世上 有 和 界 可 测 . - 

[定理 5.5] 车 有 界 画 数 /(z) 在 困 区 间 [a.b] 上 黎 曙 可 积 ， 
则 Ax) 在 Fa:5j 上 也 是 勒 贝 格 可 积 的 , 且 二 者 积分 值 相 等 ,A/C(r}) 在 
[ea ,5 上 将 学 可 积 的 充 要 条 件 是 /Cr) 在 Ea;5] 上 的 不 连续 点 所 成 


之 集 测 度 为 零 . 
注 示 定 理 在 实际 计算 盘 中 格 积 分 时 经 常用 到 ,是 计算 勤 贝 


格 积 分 的 主要 方法 之 一 . 
[定理 5.6] 设 ArgCr)? 都 是 测度 有 限 的 可 测 集 五 上 的 可 
测 丁 数 ,4 过 Fr)< 扫 吕 , 则 


[12 A {fendaz B+。 mE. {积分 平均 值 ) 特 别 , 当 
fC 二 C 时 ， | eryar 一 C -oaEkc 为 常数 ) 当 EF 二 0 时 ， 


| Arenar 一 站。 

(2) af (zr) 十 bg (7 和 了 Cz). glx) 在 巨 上 有 界 可 积 (uyb 为 任 
何 实数 ). 

(3) 车 f(r) 交 o,| feaydr 一 0: 则 ezry 一 0 ase 于 上 E. 


《4 苦 7GCzrDssgCryave 于 所 ,如 
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{fend EE {grydr 《积分 的 单调 性 ) 


[定义 5.2] ( 非 负 函 数 的 积分 定义 ) 设 f(z) 这 0, 是 测度 有 

限 的 可 测 集 合 玉 上 的 通 数 ,对 任意 正 整 数 #, 作 f(z) 的 截断 函数 
CTD, 当 ACT) 入 有 时 
(fC) = 情 当 Fez) 盖世 时 

则 {f(z)), 为 有 界 函 数 , 有 明和 (CD) 和 Ce)) pi. 

若 对 任何 正 整 数 , {Cz)), 都 有 界 可 积 , 则 称 /Cz) 在 到 上 有 
积分 值 , 甚 值 为 

[feedr = lim | {fcr }.dz 

当 其 极限 值 有 限时 , 称 f(r) 为 玉 上 的 非 负 可 积 函 数 . 

注 因 { 人 G0), 所 以 lim| (rcz)jdz 总 是 存在 
的 (可 能 为 二 oo); 显 热 /Cz) 有 积分 值 的 充 要 条 件 是 fx) 非 负 可 
测 . 

[定义 5. 3] 《〈-- 般 次数 的 积分 定义 ) 对 于 测度 有 限 的 可 测 售 
合 玉 上 的 函数 f(z), 令 


本 fr), 当 /CT) 守 0 时 
FT 一 

Q. 当 rr)y<0 时 

_ — fry, 当 zzro<sD 时 
了 (Cr 一 

0 当 fr)>0 时 


则 六 zz) 均 为 五 上 的 非 员 函数 ,如 果 f+ Cx) ,x) 都 在 二 


{fonaz 一 fr (zjdzr — {A Cyd. 


若 |f* cz3dz 与 | 广 (zyaz 都 有 限 , 则 称 Arkz) 是 已 上 的 可 积 函 


数 . 玉 上 可 积 阔 数 的 全 体 记 为 (CE). 
显然 fix 有 积分 值 的 必要 条 件 是 /tx} 可 测 ( 并 非 充分 条 
件 ). 
[定理 5.7] 积分 和 可 积 功 数 的 一 些 性 质 . 
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《1) 著 和 五 一 0, 刚 达 上 的 任何 函数 7(x) 都 是 可 积 的 ,并 和 且 
| rr)dr 一 站 
E 
2) (积分 和 的 有 限 可 加 性 ;车 fix) 人 女 别 基 EE, 玉 :，"… ,上 的 


可 积 函 数 ,县 忆 E, 一 名 (i 隆 户 ; 则 f(x) 也 是 世 一 之 /EE 上 的 可 竹 函 
数 , 日 


[far = Pf, Aeroaz 


3) 车 fr} 一 glx)a.e 于 Eygtz} 在 玉 上 可 积 ; 贡 ftzr}) 也 在 
直上 可 积 , 且 


[ fix)dr = [| ECr)dr. 
EE 五 


， 注 此 缚 论 告 诉 我 们 这 样 一 个 事实 :在 一 个 测度 为 零 的 集合 
(简称 零 测 集 } 上 改变 话 数 值 , 赋 不 影响 隔 数 的 可 积 性 ,也 不 改变 其 
积分 值 . 
4) 车 7z) 在 巨 上 可 积 , 则 xz? 在 巨 上 刀 乎 处 处 有 限 . 
《5) 设 f(z),g{z) 都 症 玉 上 可 积 ,a,#5 为 任何 实数 , 则 af (zx) 
十 &g Xz) 也 在 玉 上 可 积 , 且 


| [az + bg (ry) dr 一 a| FDIQ 十 a E(xrIdzr, 
和 三 S 


5667 设 rz) 在 匹 上 可 测 , 则 

《0 f(x) 在 下 上 可 积 的 充 要 条 件 是 |f(x)| 在 玉 上 可 积 ( 积 分 
的 绝对 可 积 性 ). 

《ii 当 ZY) 在 EE 上 可 积 时 ,有 


| Arenaz| < | ee ldz. 


《C77 着 f(x) 在 上 可 测 ,g tr) 在 所 上 可 积 , 且 g(x) 宇 0， 
IA 和 g CT ; 则 x) 在 瑟 上 可 积 . 
(8B) 设 F(x) 在 二 上 可 积 , 玉 |,, 玉 ;,，… 是 一 申 两 两 不 相交 的 可 测 
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集 ,太一 之 :五 ,出 
- 加 _ 
[fend = Df dr 

《 租 分 的 完全 可 如 性 ). 

(9) 车 Jr 在 瑟 上 可 积 , 则 对 so0 恒 有 人 0 使 当 4 
md， 上 eraz| 二 (积分 的 绝对 连续 性 ). 

[定理 5.8] { 勒 见 格 有 界 收 人 种 定 理 ) 宙 ;EE 世 十 20， 

C1 tT 是 玉 上 的 可 测 冰 数列 ; 

22 六 Cr 一致 肥 界 , 即 有 常数 M0, 使 对 一 切 n 及 一 切 
TEE 有 LF) | ; 

C3) tr fr) 
则 lim{ Per?dz 一 人 fenaxr. 

注 由 于 lim 六 Cr) 一 8ryae 于 下 .必用 (5 一 >Ar)、 所 
以 条 件 《3) 撞 海 六 (Crz) 一 =~ Cryae 于 五 ,结论 当 热 成 立 . 

[定理 5.9] (和 萌 页 格 基本 定理 ) 若 mF 二 十 oo， 

(17 Frzoy 在 互 上 非 负 可 测 ; 

2) AGz) 一 之 六 (Cr)， 
刚 


人 esaadz 一 S| frydr. 
rl1 


注 1 若 mE< 十 o,f(z) 在 上 有 积分 值 ,5 一 2 E,, EE 
Ei,… 是 一 申 互 不 相交 的 可 测 集 , 则 
{fendr 一 | frydz. 


2 定理 并 没有 假设 广 Czr)ta 一 L1:2…) 是 可 积 的 ,只 要 非 抽 可 
测 臣 数 项 级 数 ,就 可 以 逐 项 积分 . 
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则 


[定理 5.10] 《 朝 维 定理 ) 考 mm 五 所 十 ce， 
(1) 1FCz)} 是 五 上 的 非 负 可 测 函 数列 ; 
C2) Fr 
《3) fr) —limf lr), 


| zeroaz 一 lim| /Cdr. 
[定理 5.11] (法 都 引 理 ) 若 加 FE< 二 coyfFCr 是 吾 上 的 非 


负 可 测 函 数列 , 则 


f Flim /C7) Jdr 所 lim| /cdx. 
£F sc E 


[定理 5.12] 维 他 利 定理 车 澡 记 之 十 oo， 

(12 {Cz} 是 二 上 的 可 积 洒 数列 ， 

{2) Fr) /rr); 

3) ft} 的 积分 具有 等 度 的 绝对 连续 性 ; 则 f(x) 是 可 积 的 ， 


lim| 产 czadz = [fczydz. 
注 称 耳 数 gir) 的 积分 具有 等 度 的 绝对 连续 性 是 指 ,对 


Y as 0, 本 Bo 使 对 任意 A,mA<<5, 有 [|| ecodz | -一 


则 


[定理 5.13] ‘攻克 格 控制 收 合 定理 }) 设 mEE< 十 oo， 
Cl) Ftr) 是 玉 上 的 可 积 函 数 ; 

(2) {5.tz)} 是 玉 上 的 可 测 果 数列， 

37 [A Cr) | 大 已 (zf 一 1 2 

(C4) fF Cr Fr), 


lim| rdr 一 | rdz. 
mc EE 下 


注 1” F(z) 称 为 控制 孙 数 . 

2° 将 条 件 (1) 换 为 让 (Cr 一 Crya.e 于 五 ,结论 更 成 立 . 

以 上 所 有 定义 和 定理 都 假定 zmxE< 二 十 o0, 以 下 的 定义 将 去 掉 
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这 种 殷 定 . 
[ 定 久 5.4] 设 A(z) 是 nn 维 空间 R 上 的 非 负 函数 , 义 对 每 一 


正 整 数 1 所 n ,fo 中 是 二 实数 序列 , 且 

OFa a a 

Oh EA 

limae "= oo limb "+o (一 2 
令 民 一 Rr SE 1 2 
则 

RR ER 

如 果 对 于 每 一 及 (RE 一 1, 2 .rz 在 民 : 上 都 有 积分 值 , 显 
然 有 


[fendr < | fr dx, 


则 称 了 (zr) 在 RR 上 有 积分 值 ,其 值 为 
| fordr = lim|, Aerodr. 


当 flz) 在 尺 上 的 积分 值 有 限时 , 称 yzr) 为 尺 上 的 非 负 可 积 函 
数 . 
注 可 以 征明 上 述 定 闵 中 rr) 的 积分 值 并 不 国 为 二 实数 序 
到 tar》 5 中 的 选取 的 不 同 而 不 同 ,因此 定义 是 有 实际 意义 的 . 
[ 定 兴 5.5] 设 ACr) 旦 定义 在 x 维 空 间 玉 上 的 随 数 , 令 


f(z, 当下 ry 守 0 时 
I Cr) = | 

D. 当 Fz) 0 
fF- Cr) 一 人 < 时 

0. 当 rT) 汪 D 时 


如 果 产 (ry 和 六- (Cr 都 有 积分 值 | 六 crydz 和 | 广 crydzr, 且 不 
同时 为 无 限 大 , 则 称 函 教 rtzy 在 尺 上 有 积分 值 其 值 为 
| reroadz 一 | rd 一 A 【二 ?中 天。 
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如 果 | 广 (zydz 和 | 广 (zydz 都 有 限 , 则 称 f(z) 为 玉 上 的 可 积 
函数 . 
在 以 上 两 定 多 之 下 , 除 勒 风格 控制 收 货 定理 外 ,以 前 的 许多 定 


理 都 成 立 ; 在 此 不 再 荧 述 . 
[定理 5.14] 若 EE 是 Rr*xRi 一 R*"* 中 的 可 测 集 ,mm (x) 


一 Ei 则 mr} 是 R* 上 几乎 姓 姓 有 定义 的 可 浏 轴 数 , 且 
mE 二 | Ra 【并 过 工 。 


注 五 -表示 R* 中 所 有 使 (Crzovy) 皇 五 的 yy 所 作成 的 集合 : 称 
五 ,为 以 超 平 面 zx 一 ro 和 截 五 所 得 的 截 口 ,此 处 
or 汪 CE Tao spa) [a Rryy 一 Cy Yas ye) 下 
《org 一 CA an Tp PY E Rets, 
[定理 5$. 15] ( 俏 必 尼 定 理 } 设 f(z,y) 是 在 R*T* 一 R*XR' 
上 的 可 税 函 数 , 则 
(1 fOrsy)( 在 R* 上 1) 是 yy 的 几乎 处 处 可 积 的 郴 数 ; 
2》 几乎 处 处 有 定妆 的 画 数 
Hr) 一 | Aeroay 
在 R* 上 可 积 , 且 有 下 述 等 式 成 立 : 
fs /TdT 一 jaz| re sy dy. 
推论 (1) 若 f(r,y) 在 民 *+tr 一 R*XR" 上 可 积 , 则 
farf fray 一 jayj .7ecrvyodr、 
C2) 若 .FT ) 非 负 可 测 , 则 几乎 对 所 有 的 地 拭 Re,yACryy) 是 y 
的 非 负 可 测 函 数 , 且 下 述 等 式 成 立 : 
ore CITYdT < 一 | az fr dy 一 | af Aeroadr 
[ 定 兴 SS.6] 证 天 (一 Er 二 iFsGr) 是 五 上 的 复 丽 数 , 如 


果 FRC Fstx) 都 在 天上 可 积 , 则 称 下 Cx) 在 基 上 可 积 , 且 
“22L * 


| 下 《dr 一 | 天 了 十 ;| macr?dz: 
FE E 


[ 定 兴 5.7] 设 Az} 是 定义 在 实 直 线 R! 中 的 点 集 4 上 的 有 

限 函 数 , 如果 对 4 中 任意 两 点 zsTs; 当 之 x 时 ,不 等 式 
fOr) SE FT) 
成 空 , 则 称 f(z) 是 A 上 的 单调 增加 和 泗 数 . 如 果 f(z) 之 (zz) 成 
立 * 则 称 (xz2 是 A 上 严格 增加 孙 数 ;如果 当 工 二 zz; 时 ,不 等 式 
Fn) 了 Fx) 

成 立 , 则 称 f(r7) 是 A 上 单调 下 降 函 数 , 如 果 (7) 盖 f(xs) 成立， 
则 区 fir) 是 A4 上 严格 单调 下 降 孙 数 , 单 调 增 加 函数 和 单调 下 降 
函数 统称 为 单调 函数 . 另外 , 美 于 仁和 何 函数 右 方 吨 蚂 度 , 堪 方 跳 胜 
度 ,第 一 类 不 连续 点 ,第 二 类 不 连续 点 都 与 数学 分 析 中 的 有 关 定 多 
类 似 ， 

[定理 $. 16] 设 Ar) 是 Fa, 上 的 单调 增加 阔 数 ,那么 

413 fCz) 的 不 连续 点 全 是 第 一 类 不 连续 点 ， 

《22 F(T) 的 不 连续 点 的 全 体 至 多 是 可 列 集 ; 

(3) ftz) 在 不 连续 点 的 左 、 汗 方 的 跳 财 上 度 都 是 非 商 的 , 且 所 有 
跳 获 度 的 总 和 不 超过 /6) 一 fa). 

C4) fr 在 Hao 上 必 是 黎 曼 可 积 的 . 

[ 定 党 有.8] 对 于 区 间 [a,8] 上 的 函数 /Cr), 设 

d= FT 

是 [a;58j] 的 一 组 分 点 , 它 所 形成 的 分 划 用 PP 表示, 令 


ViLf ,Pl] = bp JF) 一 Cr 站 1 


如 果 对 任意 分 划 ,存在 Hf 汪 0, 使 [PJ 过 MM, 则 区 f(x) 为 
Le ,的 上 的 有 界 变 差 画 数 (或 男 变 画 数 ), i 的 下 确 界 称 为 rz) 在 
[ea ,6 上 的 全 变 善 , 记 为 FSC 
- 显然 , 若 fCr) 为 [a,5Jj 上 的 单调 酉 数 , 出 fCx) 为 [a,6] 上 的 有 
界 变 差 画 数 ,县 ( 让 二 | (8} 一 Ca)|. 
如 果 CT} 为 [a,5] 上 的 有 界 变 装配 数 ,a4 二 cc 一 #5, 则 | /try 忆 是 
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[ac] 上 的 有 界 变 差 男 数 ,全 
Vr) 一 TCD) 

则 VECr} 在 [as5j 上 有 定义 ,县 Wlx) 在 [a,5] 上 单调 不 减 , 称 VCr) 
为 六 在 Da5j 上 的 全 变 茵 范 数 ,区 间 [a158J 上 全 体 有 界 室 差 范 数 
的 集合 记 为 VY[a,5]. 

[定理 5.17] 有 和 舞 变 差 函 数 具 有 以 下 一 些 性 质 : 

C1 FEVLasbi 时 , 广 必 是 有 和 界 蚂 数 ; 

(C2) TEVLa tjseEviadjoe 为 任意 常数 ,出 gf 十 FpEE 
Vladbds Vilaf +tBgl= lelVit + BIVicg):; 

《3) FEVEa DI gEVIit ,WM /gEVIa.D]; 

《47 EVLarwj: 且 VC 站 二 0, 则 广 为 [a,5] 上 的 常 基 孙 数 ; 

(5) 设 [csdj 守 [as5j EVLDas 加 ;那么 ,把 /zr) 限 制 在 [e ,a] 
上 时 ,FETLc,z]i 

C6) 7ELa:p], 对 任 向 <e<o. 有 

VN = + Veo; 

《7 如果 gEEV[Daesbj,n 二 1;12,…… {Vitg,)} 有 界 , 且 gr 

-一 limg。(7) , 则 gEVLa,bj, 并 且 
Vitgy) < supV el ga). 

[定理 5.18] /EV[a,; 丰 的 充 要 条 件 是 /z+} 可 表示 为 两 个 
非 负 不 减 沙 数 之 装 . 

[定义 5.9] 设 /iz) 是 定义 在 [a,5] 上 的 有 界 沙 数 ,x, 扎 
[Cay#j;1 对 任意 50, 今 


Mtiro) = SUP LACry]， 
oT 
Er 二 inf [LAr1], 


ze Eas 
= 1 一 -中 < 


则 2M 随 5 的 三 小 而 不 增 ,rms 随 @ 的 减 小 而 不 减 , 因 页 当 人 =-0+ 
时 ,Ms 和 ms 都 有 极限 ,分 别称 此 极限 为 z+ 一 xs 时 Cr) 的 上 极限 
和 下 极限 , 记 作 


mir) ~ lim Ms, lmflr} = lim sy. 
畏 光 Erot mn Bo 


* 223+* 


[ 定 兴 与 . 10] 对 随 数 ftir) 及 定点 ro 证 
/th hy ， 


D+ f(z) 一 Hm 


Dy fre) a Leet /ee 
十 di + 


hd 


Dp- fro) -i jr e+ 一 了 Cro> ， 
一 0 一 


fxrot Ah) fire) 
下 3 


D_f(lro)= lim 


而 -了 


虽 局 7DD4:DD : 品 _ 分 别称 为 Fr 在 处 的 右上 ，, 石 于 ,左上 : 左 
于 导数 5 或 导出 数 )， 
车 品 t7(xro) 一 Dy 了 fro 二 吕 fro) 一 DD f(ro);y 则 称 /tx) 在 
点 fp 可 导 或 可 微 , 记 为 
站 【To 一石 + fro) = Dr fro) =— DD fxr) = DD fro), 
[定理 5. 19] 设 f(x) 是 [a,5] 上 的 有 限 锐 数 , 点 zfa,6]， 
么 f(x} 在 点 工具 有 有 限 导 数 的 充 要 条 人 忻 是 :存在 有 限 数 
六 《x) ,使 得 对 任何 e 汪 0, 存 在 5 六 0, 当 ELai5],0<|z 一 zo 
二 时 ,有 不 等 滤 
CT)》 fOr!) 


工 一 王 ! 


一 A cz)| 一 < 
[定理 $. 20] 《 傅 上 此 尼 定理 ) 设 1ACr)y 是 Le.5l 上 的 单调 增 


加 的 羡 数 列 , 并 且 函 数 项 级 数 之 ; 太 在 区 间 [a ,的 上 处 处 收敛 于 了/ 
那么 


— DY,. 


r= 


几乎 处 外 成立 . 
[定理 5.21] ‘ 坦 贝 格 定 理 ) 若 x) 是 [a;5] 上 的 单调 函数 ， 
则 /zz) 在 La:3 上 几 平 处 处 可 徽 , 且 Cr} 可 积 . 
推论 ”有 界 变 差 函 数 儿 乎 处 处 可 微 . 
[ 定 兴 5.ti] 设 ftr) 是 [us5J 上 的 有 限 函 数 , 如 果 对 ¥ 0， 
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3 65 汪 0, 使 当 {Cai:b.)} 是 [a,5] 上 任意 有 限 个 互 不 相交 的 并 区 间 ， 


其 总 长 度 包 (5. 一 a < 时 ,成 立 不 等 式 
DFB) 一 -Ca < e， 
则 称 zy 为 Lab 上 的 全 连续 范 数 (或 绝对 连续 函数 )- 
f 定理 5. 22] (1) [a,581 上 的 全 连续 函数 必 汶 一 致 连 续 函 数 ， 
(2) 两 个 全 连续 函数 的 线性 组 合 与 乘积 仍 汶 全 连续 蜀 数 ; 
(3) [as8j 上 的 全 连续 婧 数 必 为 有 界 变 闫 函数 ; 
“42 证 rz) 是 Le:5] 上 的 全 连续 国 数 ,六 kr) 在 [Le 上 几乎 
娃娃 次 零 ,出 f(T 一 cle 为 常数 ). 
[ 定 光 5.12]」] 设 了 fr) 是 [as5] 上 的 可 积 阵 数 , 对 XEfa,b]， 


令 
Fr) 一 /G9dr + = Ce 为 任意 常数 ) 
则 称 户 (Cz) 为 f(r) 的 不 定 积分 . 


[定理 5. 23] <1) 车 ELa 的 。 则 [fvat 是 全 连续 函数 ; 
(2) 车 f(z) 在 [a,5] 上 全 连续 ; 则 fCx)€ LCa,6]， 


且 [Wa Crydr = Ff) — fay! 

3) 若 A 所 [a,5j; 则 存在 全 连 总 函数 严 Cz)， 
使 得 FEIKr 一 za-e 于 [ea:5]， 
且 | reopaz = FO) — FOa)s 


(C4) 设 f(z) 在 La,58] 上 全 连续 ,g' (zx) 毛 上 [a,5],; 则 有 分 部 积 
分 公式 ， 
| rerpg Crde = Frygczy1 — j scr Crydr. 


[ 定 光 5. 13] 设 画 数 xtr) 在 直线 上 的 点 集 巨 上 单调 增加 且 
右 方 连续 ,每 一 上 串 复 盖 玉 的 开 区 间 族 {ta,5.)} 都 定 交 一 个 非 负 的 
数 
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= Sue) 一 二 fa 了、 
所 有 zz 所 成 之 集 是 下 方 有 界 的 ， 则 称 infta} 为 对 于 分 布 函 娄 ir) 


而 育 的 秆 测度, 记 为 ?CE). 


车 对 任何 点 集 了 ,有 
mi TD = CTE) + mr CAE), 


则 称 二 是 美 于 上 的 擂 贝 格 - 司 带 阶 可 测 集 ,简称 次 -可 测 集 ,其 测 
度 记 为 zzr 瑟 ,所 有 入 可 测 集 类 用 I* 表示 . 
[定理 5$. 24] 任何 区 而 Capj,ftcsay [ab l as] 都 是 ec 一 
可 测 集 ,; 且 
Mma | 一 pb) 一 pay), 
mes hy = fb — 0) — uta — 0), 
met) = pp 0) pa), 
md] = A 一 pla — 0). 
注 1° 一 点 4a 的 测度 定义 为 r,ta} 二 ja 十 07) 一 pla 一 0); 
2° 约定 pa 一 pam0) ,p(B =ptp+0):; 
3” 如 此 定 叉 的 pr 可 浏 集 与 以 前 定义 的 工 可 测 集 有 一 切 相 关 
的 性 质 ; 
4° 在 直线 上 的 点 案 巨 上 定 文 的 win 测度 ,可 推广 溉 任 刘 空间 


上 的 集 ( 包 括 汇 积 空间 》 
定 尺 SS.14] 设 f(z) 是 pj- 可 测 集 巨 上 的 非 负 函数 ,车 对 任 


何 实数 a,ELr1lf(r) 半 a] 管 是 六 可 测 集 , 则 称 rz) 为 性 可 测 函 
数 , 若 /A(r) 是 p- 浏 度 有 限 的 点 集 巨 上 的 有 界 可 测 函 数 ,EE 的 每 一 
个 分 划拨 确定 的 大 和 数 与 小 和 数 为 


S= 人 Bm E,), 了 一 DAmky. 


此 处 互 一 EF ,Ep 可 测 ,EE, 一 ZJ 关门 ,ByA, 分 别 为 rr 在 


五 上 的 上 ,下 确 界 , 称 
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| Arerdzr 一 intts)j， | /crydr = sapfs) 


为 7Cr) 在 五 上 的 上 积分 和 下 积分 , 当 上 积分 与 下 积分 相等 时 , 称 
Ar 为 五 上 的 勒 贝 格 - 司 蒂 防 可 积 函 数 , 简 记 为 工 -3 可 积 , 其 积分 
值 为 上 积分 和 下 积分 的 共同 值 . 记 为 
| rerarcr) 或 (4s)| Aczydpce)， 

注 ”如 此 定义 的 可 测 函 数 , 可 积 函 数 及 积分 理论 ,都 与 工 可 
测 薄 数 , 工 可 积 函 数 及 勒 贝 格 积 分 理论 有 平行 的 性 质 ， 

[ 定 兴 5.15] 设 .fCryyg (zx) 是 [ea,6J 上 的 有 限 函 数 ,a 二 x 一 
A 二 5 ;在 每 一 个 子 区 间 上 取 一 点 名 全 [xisxzi41j;: 作 


a 一 feey fg Cr) — gCriy] 
当 4—max riri— x ) 0 时 ,o 趋 于 有 限定 值 T, 且 了 与 Ca; 的 分 
划 和 5&4 的 取 法 无 关 , 则 称 工 为 A(x} 关于 g(r) 的 禾 晕 - 司 带 阶 积 
分 , 记 为 
T= CRS) fode cr). 


注 (RS) {fendgcr) 间 样 可 以 用 夫 小 和 数 与 上 下 积分 来 
定义 . 


问题 解答 


一 .回答 问题 并 说 明理 由 
[5s.1] 著 /(7) 为 上 可 积 函 数 , 则 Cr ,7 二 在 EE 上 是 


于 可 积 ? 
解 ” 不 一 定 ， 
例如 :五 一 [0,1] 


”3227 。 


1 


,TE CO,1] 
《1》 /1 7 则 
和 =O, 
(i 1 
. 1 I 7 
本 [二 | 一 1 
n DT 


zc 为 吾 上 非 负 可 测 画 数 , 其 积分 信 为 
[renar 一 lim | cery 1 dz 


和 二 
一 Lim | dr 十 - 四 去“| 
. Til ， 2 | 一 
一 im | 2 
夺 A 在 [0,1 上 可 积 , 但 
(1 
ca 生 《0,1] 
却 在 [0.1] 上 不 可 积 . 事 实 上 
Lirel 
{二} | 
ri, 1 


= liminc| = limlnn 一 十 cc- 


(2) 久 如 f(x) 一 ;x 《01 一 已 ,为 可 积 函 数 ,而 下 5 一 


x€ (0,1] 一 下 ,由 (1) 即 知 关 为 不 可 积 函 数 . 


工 
十 


[5.2] 下 述 论 断 是 否 正 确 ? 正确 的 如 以 证 明 ,错误 的 举 出 反 


侈 . 


《1) 车 世 为 [a,6jJ 上 测 座 为 零 的 子 集合 , 则 其 特征 应 数 Xetr》 


sa 了 


在 [az] 上 (只 ?可 积 . 
解 不 正确 . 
例如 ,五 为 fa,o4 上 所 有 有 理 点 所 组 成 的 集合 .出 mE 一 0， 
1l; EE 
0. teflfatb]—E 
故 Xz(2) 实 为 Cas 上 的 犹 星 克 雷 函数 ,所 以 守 人 在 [a,514 上 不 是 
(RR) 可 积 的 ， 
2) 著 丘 因 [al 上 的 下 朗 集 , 则 Xe 在 [ep 上 ( 居 ) 可 积 . 
解 不 正确 . 
例如 , 设 玫 是 La:p 中 有 具有 正 测 度 的 完备 的 朴 妆 集 .而 
1， EE 
0O. 上 人 [ap 一 三 
汪 入 (的 不 连续 点 之 集 为 瑟 , 且 和 万 r0, 由 于 任 一 五 数 黎 有 可 积 
的 充 要 条 件 是 其 不 连续 点 所 成 之 集 的 测度 为 零 ( 此 结论 我 们 将 在 
题 f5. 6014 中 给 出 证 明 ), 故 Xs) 在 Ca,s] 上 不 是 (R} 可 积 的 ， 
(3) 若 五 为 Fe:5] 上 测度 为 零 的 朴 妥 和 集 , 则 Xa(z) 在 [a,5] 上 是 
《 玫 ) 可 积 的 ， 
解 ”不 正确 . 


设 F 是 闭 区 隔 [a16] 上 测度 为 二 的 完备 琉 朗 集 , 忆 是 已 的 一 


切 邻 区 间 端 点 之 集 , 则 五 为 朴 朗 集 , 且 五 为 至 禾 可 列 集 , 故 mEE 
二 0; 而 


Xf) 一 | 


Met 一 


l, FEE 


一 | 
Xr 0. £E€E rab EE 


由 于 Xx() 不 连续 点 之 集 为 下 ;上 且 mF 万 二 汪汪 0, 极 Xe (和 不 是 (RY 可 


2 
积 的 . 
(4) 若 五 为 Le,5 上 测度 为 零 的 闭 集 , 刚 Xe) 在 [a,56] 上 (RR) 
可 积 . 
解 结论 是 正确 的 . 
因 为 
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1 ， 上 [2 
Xelt) = {i £ EE [abl—E 


造 知 , 严 一 [ea , 杂 一 之 ' 工 ,其 中 区 为 可 不 相交 的 开 区 间 . 而 在 每 一 也 


上 ,XekfD) 一 0, 故 XrGD 在 之 工 上 连续 . 故 Xs(2) 不 连续 点 就 必 在 世 
的 边界 上 ,和 国 瑟 为 所 人 : 五 ' 生 瑟 , 且 和 匹 一 0 页 和 兢 一 有人, 朗 秆 人) 
的 不 连续 点 为 至 密 可 列 集 ,所 以 ,at 在 Le 上 (R) 可 积 . 

[5.3j] 说 .Arz3ygczrI) 都 是 五 上 的 可 测 功 数 ,mP<ecsgrz) 
可 积 , 且 .ACrossgfzr)a-z 于 殖 , 癌 f(r} 是 否 可 积 ? 

解 ” Ar) 不 一定 可 积 ， 

《i 车 Fr) 非 负 可 调 , 蕊 Arsgiz， 其 中 gr 可 积 , 则 由 
控制 积分 定理 知 Cr 一 定 可 积 . 

{tity 车 取消 7 ) 的 非 太 性 , 则 不 然 . 

例如 ,所 二 EF0,1j ,g(x) 寺 1; 则 glx) 在 玉 上 可 积 , 取 


1 
tn 丰饶 C0,1J] 
心 ， 工 一 心 


则 FrCzrDsAsgfzro 但 rr 在 [0.1] 上 不 可 积 . 

[5.4] 设 f(r}y,g(z) 是 上 的 可 测 函 数 ,gCz)EL(E), 且 
了 X(tra.e 于 万 , 间 f(x) 是 否 可 积 . 

解 ” Crz) 不 一 定 可 积 . 

<i) 当 Ar) 为 非 负 可 调 函 数 时 , 即 

Or) EgCr), 

则 六 区 以为 可 积 了 旺 数 . 

Ci) 在 一 般 情 况 下 ,fr) 未 必 可 积 . 

例如 ,; 令 EE 二 [09,11,g Cx 一 0. 
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则 有 Fr 和 gry, 且 [grydr 一 0, 即 gcx) [0;1]; 但 


xedr = (一 2 - 玄 一 一 吕 , 即 /zx) 在 [0,1] 上 不 可 积 . 


二 、 康 托 集 上 的 积分 及 无 界 函 数 竟 积分 
[5.5] 设 PP 为 [90,3J 上 的 素 托 集 ， 


Fe 3 位: TE PP 
er 一 
2. 工艺 [0,1] 一 P。 


试 计算 | /cz)dz. 

解法 一 令 GGo 一 [0,1 一 了 Po， 
则 Pat7o 一 1 一 了 下 一 革 ， 
于 是 有 


六 rear = | rdz 十 | fodr 
一 1。 了 瑟 。 十 2 ，mafro 
一 1"。 0 二 2，1 一 了 上 . 
解法 二 ”由 于 和 已 。 一 0, 设 gCzy 一 2.zce [LO 1]， 
列 ry = gr)a,.e 于 LO,1] 
1 1 1 
丰 | reeoadz 一 人 ceoaz 一 | za> = 2 
[5.6] 在 [0;1] 上 定义 zl): 在 康 托 集 PP,。 中 的 点 xz，, 有 
f(z 一 01 在 Ps 的 邻 区 间 (a.,B) 的 中 点 + 一 和 二 全 ,有 (7) 一 1 
"231 = 


rE [二 | 与 xzE {生生 人 ,RB.] 时 ,A (Cx) 为 线性 的 . 试 计算 


| rear 


解 ”将 19 ,1 分 成 两 两 不 相 严 的 集 之 和 : 
LO,1] 一 PF, 十 《as 有 十 《ee Bo) 十 "十 (Co, ) 二 


由 床 托 集 的 构造 知 ,G 一 (a1, Pi) 是 一 个 长 为 诗 的 区 间 , Gs 
一 CaerB Ua,B8) 是 2! 个 长 为 吉 的 区 间 的 并 ,Ga 一 CessBDU'… 
Ukom ,B) 是 2? 个 长 为 击 的 区 阳 之 并 ,，……:G. 是 2 个 长 度 为 二 
的 区 间 之 并 ,……. 由 积分 的 完 金 可 加 性 得 : 

1 人 

| Aerodz 一 Crdz 十 >| fr)dz. 
因 mPo 一 0; 所 以 | fCrydx 一 0, 又 由 于 Ar) 在 (wm, 凡 ) 上 曼 黎 可 
积 ,因此 

a 局， 
| /txrydr 一 < | 了 


等 于 相应 三 角形 的 面积 . 
1 1 
B, 3 P 四 3 
| Aerodr 二 之， [fendr 一 fedr 一 


二 
[enar 一 jena 一 [fender 一 | /evar 六 
求 各 得: 
fcryaxr 二 各 [ 志 十 名 二 每 十 2 + ] 
+) 二] 
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[5.7] 设 函 数 f(x) 在 康 托 集 P。 上 的 点 等 于 xz, 又 在 长 为 二 
的 那些 邻 区 间 上 等 于 去 , 试 计算 | /tr)dz. 
和 解 ” 将 积分 区 间 [0,1] 分 为 两 两 不 相交 的 集 Po,4i ,4:，…， 其 
中 已 , 是 康 托 集 ,As 是 一 切 长 为 市 的 邻 区 间 之 并 ,利用 积分 完全 可 
加 性 得 : 
| forydr = J Aeroaz 十 | rer>dr 


由 于 mo 二 0, 所 以 | fqe 一 0, 双 对 任何 正 整 数 庆 ,tt 是 一 切 长 


为 击 的 邻 区 间 之 并 , 故 4 有 2 ' 个 长 为 雯 的 区 间 ,所 以 


- 1 1 1 2! 1 
{ fear | Ei 2- 3 


因而 
trodro= Tl 1 
| .fear = 之 他 到 一 才 
[5.81] 若 在 康 托 集 已 上 的 点 有 fiz) 一 zx ,而 在 P 的 邻 区 
间 上 函数 的 图 形 是 以 这 些 邻 区 间 上 的 长 为 直径 所 作 的 圈 周 的 上 半圆 


周 , 试 计算 


[fenar, 
解 ”用 (Ce, 局 ) 表示 康 托 集 p. 的 邻 区 间 ,不 芒 设 这 些 邻 区间 
按 其 长 度 碱 少 的 次 序 来 排列 , 王 是 
[fevar= | renpar+ 并 三 Feedr 
有 m 


由 于 | /rydzx 一 0. 在 (oe,,8.) 上 f(r) 的 图 形 是 以 邻 区 间 为 直径 


的 上 半圆 周 , 收 半 径 ， 一 B, 三 


; 且 在 te,, 访 ) 上 的 积分 等 于 半径 
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为 上 一 名 于 和 的 半 辐 面积 ,于 是 
| Aeroar 一 之 i«| 人 豆 -| 一 > CB as 
由 康 托 集 的 构造 知 ， 


Bi 一 ww 一 寺 (2* 个 ) 


尿 一 we 一 成 一 we 一 击 (2! 个 ) 


一 一 二 户 一 my 一 让 C22 个 3 


3s me = Os qs 一 去 《2 个 3 


因此 
| /crydr = 到 二 十 六 十 史 “+ 十 | 
一 评语 [1 十 全 十 [ 当 ) 1 二 | 各)” 十: 
二 1 9 TT 


8 日 ”了 56° 
[5s. 91] 证 Cr 在 康 托 集 Po 上 汶 0 ,而 在 PP。 的 补 集 Cs 中 长 
为 训 的 构成 区 间 上 zx) 为 #, 求 积分 [f(zyqx 


解 令 G 为 Ge 中 长 为 机 的 等 开 区 间 之 并 ,网 G. 有 2"-! 个 长 


为 市 的 开 区 间 , 且 Go 一 人 去 Ca 一 2 去 ,二 题 意 知 
fr) 一 人 了 
nn, TE fn= 1,2,.) 
由 积分 的 完全 可 可 性 知 ， 
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1) 


A Co "= 
2 D1 1 5 _ 可 -一下 
-| 
令 
~ 一 
1 | 
sv 一 二 Dn | 二， 
则 
2 1 bd . 2 Hn-l , 2 ba 
EE 一 Ep | 3 | 也 之 人 3 十 1 
1 2 2 2”~ ! 2 
Sv 一 二 sw 一 于 十 齐 十 入 十 全 十 3 十 六， a 
让 -人 
3 3 2™ 
层 Sx 一 ] 一 之 + 3w+1 
号 
21” ~ 
[下 Jw 才 
由 于 
3” (2 十 11)" 二 2" 二 jz 加 2" " 2” 2 
n(n—1) .rs 
> 2 
战 
# 2" 2" niax—1y nia] 
0 En < /2 * 吕 :| 一 过 一 0ocn oo), 
从 而 
A A 
SS 一 一 于 | jw sr 
即 limSw 一 3. 
由 (1) 知 
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| epar — mss = 3. 
[s. 103 设 集 已 是 从 -9.1 中 去 掉 开 区 间 | 言 ,1] ,于 :于 ]， 
| 言 , 二 | : 言 : 计 | 而 成 ,计算 函数 > 一 3x* 在 
到 上 的 积分 . 
解 ” 直 题 意 知 , 集 已 是 闭 区 间 | 本, 计 | [十 , 广 :| 地 ,二 


| .0,1} 的 并 集 ,让 每 一 个 闭 区 间 上 应 数 殖 
nl] 2 


蝇 可 积 , 因 此 ， 
1 L 1 
| 37:d.7 = ji 3 十 i .er -二 十 所 3.rzdr 十 ，， 
三 写 | 
iil 1 [i ! 1 1 ,.. 
| 2 3 | 1 4 84 | I 


1 1 
+ es ~ Cn 十 1]+ 和 
由 数学 分 析 的 知识 易 兰 断 , 这 个 组 数 是 绝对 收 敏 的 
[5. 11」] 设 巨 是 [a16] 和 的 可 测 子 集 , 则 忆 E 的 特征 育 数 Xitz) 在 
[Las5j 上 可 积 , 且 
所 — ppE. 
证 由 于 
ER 


工 ， 
一 
2 四 工 和 a: ] 一 


且 对 任意 实数 4 有 


1 a 1 
五 [了 lzegzl ma] 一 3 五， Dae< 了 
[ea < 


所 瞩 Xxtr3 是 有 界 可 测 消 数 , 从 而 X(tr+) 有 界 可 积 , 于 是 
[xt dr = J xr Crd 十 | Xezr dz 
J 天 | 
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| 1dz 十 | DOd 
E [4.6] 天 

一 mE 二 TO= mE. 
[s. 12] 设 


1 
jy |- ， > 为 无 理 数 
| > 为 有 理 数 


斌 计算 [fenae. 
解 令 g(67) 一 7E50,1], 则 /Cr) 在 [0,1] 上 与 g(x) 


几乎 处 处 相等 .因而 有 
1 | 1 1 | 
jn 2 | ww 


由 于 一 在 [0;1] 上 无 界 ;而 
-TT 


1 1 
国 一 之 之 1 
1 i 
(gery, — | } = ” 
Ti 1 
和 0 二 工 所 十 


了 一 工 
2 
mH 
所 fondr = | dr-lim| (|)d 
让 了 ov vel 
i 41 
= lim| 2 二 | 也 
[LSs. 13] 设 
1 
oe TE (0,1] 
fr) 一 ™ 
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求 Cr 本 
fo 二 +: 三 ) 


解 ” 这 是 函数 /Cr) 为 无 界 鲍 数 , 间 时 集合 为 无 限 测度 的 博 


况 . 
对 任何 自然 数 m, 堆 断 亚 数 为 : 
1 1 
， 
AT wr 
fr 一 as 1 nn 
er 

去 ， 工区 《ty 十 ce) 


1 1 1 1 
时 -一 一 近 ” 得 START 由 一 二 一 ” 得 0<T< 拓 1 


Vi 
= TE | 点,1| 
故 (fr) 一 1x zz€|o, 吉 | 
Ex€E ,+ m0). 


设 巨 , 二 (40,4j; 风 到 广 EEiv1,(fCr)), 在 E, 工 是 分 段 连 续 的 有 界 
函数 , 故 {7Czyj 在 E, 土 歼 遇 可 积 , 所 以 有 


[ond = | fon hdr + ff dr 


t+ | fen bdr 
1 1 wr 
人 1 1 
fe 
一 3 一 三 . 
于 是 
全 renar = lim|, (dr ~ lim(3 — 2) -3. 
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Ls. 14] 设 
1 ， 六 无 理 数 
下 【rr 一 
11. 荆 尖 有 理 数 
try 在 59,1j 上 和 歼 上 癌 可 积 吗 ? 勒 抽 换 可 条 吗 ? 车 可 积 , 则 计算 


| erpar: 


解 在 [0,1] 上 上 了 了 tr) 不 是 (CR) 可 积 的 ,这 是 因为 除了 .cr 一 1 
外 ,L017 于 的 点 侈 是 f(r) 的 间断 点 ; 即 它 的 间断 点 所 成 之 集 为 一 
正 测 度 集 . 

/CCz) 是 (了 可 积 的 :这 是 因为 rz 是 有 办 可 测 的 .事实 于 , 令 
BT 一 rsrELDo1], 则 在 [0,1] 和 Ar 与 ez 几乎 处 钼 相等 ,所 
以 有 

1 


1 HD 
cf Fordr 一 | Pr 一 J dr 一 二. 
站 个 而 EE 


[5.15] 设 /(7) 是 五 上 的 非 负 可 测 丽 数 . 么 已 中 全 rm2ec 
的 那些 点 所 成 之 集 1 的 测度 mA 一 a ,证 明 : 
J /enyadr 2 are, 
证 上 应 于 4 一 乒 [r rzr2zc] 地 
B=E— A= EI fr) eel]. 
避让 于 fr? 非 负 可 测 . 所 以 


| findx 壮 0. 


于 是 
| fenar = rcrar+ {feedr 
区 { /ndr 守 | ed 
一 上 C。7 过 一 cc 
即 | sfx) dtsar. 


[5s. 16] 设 五 , ,五 是 被 [0,1] 包 含 的 几 个 可 测 点 集 ， 
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如 果 竹 阿 xEL0;1]; 都 至 少 属于 其 中 gg 个, 列 其 中 至 少 有 一 集合 


的 测度 不 小 于 芝 ， 

证 令 Xz) 为 集合 E, 的 特征 函数 : 
了 于， 二 全 五， 
DO. 二 后 LO,1] 一 es: 


x = (i = ls2. 


于 是 
me 十 了 上 二 


1 1 1 

一 Fx, crydr 十 {xe ryder 二 :十 | XE, CTYdr 
1 

一 J cx, czy) 二 Xe Cx) 十 …， 十 Xs Cr) dr 


1 
> | 4dr a. 


令 
me, = maxtinE, nF, ,mE,}, 
则 
ne mE, me 十 mE + mE, yo, 
从 而 


mE, > 4. 
nu 


[$. 171 证 明 .fa, 执 上 非 负 连 续 函 数 /《7), 如 果 frydx 
二 日 ,那么 ACT 二 人 0. “ 
证 若 f(z 一 0 不成立 : 则 至 少 存 在 一 点 zx,E [a,5] 及 c 计 0， 
使 ArCzro 之 c 盖 0. 由 连续 琐 数 的 性 质 , 必 和 存在 人 0 使 (Cro--G，ei 
十 好) 过 [es9, 且 对 一 奶 了 和 [ro 一 今 ,r 十 SG 有 让 0ce0y, 允 由 
-Cr 的 非 负 性 ,有 
| ferydr 六 全 ”Aerod> 2 Be 人 


所 以 FIED rE La.s]. 
。240 。 


Ls. 18] 设 (zgtx) 在 太 上 可 积 , 那 必 人 卫 数 


A 二 g(x) 也 在 天 上 可 积 . 
证 固 Crzr)sgfz) 都 可 积 , 所 以 了 Grsgsgzr) 可 一, 由 此 知 


v7TI) 十 gCZ) 也 在 下 上 可 济 . 


六 Oz v7 CTT ae Cr I+ gr)|, 
而 |FCr) | 十 |gtzr) | 可 积 , 所 以 wT) 十 gtx) 在 玉 上 也 可 积 . 
三 .积分 的 性 质 推 广 


[5. 19] 设 殖 人 67rgzrlygCz) 为 五 上 的 可 各 琴 数 , 且 满 中 

(2) 之 g(x); 试 证: 
| Fixydzr <| ECtrydr. 
E34 Ey 

证 河 ECTI— /AI O 

所 以 
上 号 《过 工 -一 { fe)dr 一 上 [ger — FryJdzr > 0. 
E E 9 


车 
[ec todd = | iecr ~— for)ldr = 0, 

则 gr) 一 f(z) 一 0 ae 于 玖 ,与 1z)<gcz) 巴 唐 . 

所 以 jsczryaz 一 | fordx>o 


即 | fordr < | gc)dr. 
LS. 20} 设 /lz 为 玉 上 可 积 消 数 , 如 了 果 对 任何 有 罪 可 浏 消 
数 wz) 都 有 
[fon par = 0 <1) 
则 .Fr 一 0 ae 于 五 ， 
证 由 ez) 的 任意 性 ,不 妨 设 
p(x) = {2 TE Elxr|ftry 0 
0 x EE EC[r|fF(r) ~ 0] 
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则 中) 为 天 上 的 非 负 有 界 可 测 洲 数 - 
由 1) 得 
| Aerozcrydr 二 = | Fridr = tO, 


Cr 
而 
{ Atridr = | Airydr + { Flrdr 
E EL FT 天 Dj EEr|ftry= 70] 


一 { firydr = oO, 
ririere?n 


BW fr 一 0 a 十 E, 
[5. 23] 证 芭 E57T) 为 忆 上 的 可 积 立 数 ,{E,1 为 单 汕 


增加 的 可 调集 列 , 且 lim 五 ,一 五 ,证明 
ij。 Acryde 一 | Aerodz 
证 由 积 分 的 绝对 连续 性 ,Ys 六 >0,3 50, 当 eCE, 日 me 
时 ,有 
(| feydz| < < C1y 
台 国 所 一 En 一 00) ,所 以 对 上 壕 9 NN, 当 nn 守 NN 时 ,mE 
一 出 于 {EE } 单 增 , 和 且 有 Lm 一 上 E, 故 对 任何 自然 数 Pr 有 


一 五 ,从 而 
mo EE < 地， 


因此 由 5127 知 
J 一 | /ear| 一 上 sd | -二 上 


所 以 lim| reryazr = | /Cydz. 
E, 二 


Mr 


注 条 件 区 EE 二 十 co 可 瞳 去 . 
[5s.22] 设 fcr) 在 下 上 可 积 , 忆 性 EC 二 1,2, 以 ) 均 为 可 测 
积 , 且 litmzm 本 :一 了 已 近 十 co 则 光 


w 


证 ” 因 Fr 在 疼 上 可 积 , 由 积分 的 绝对 连续 性 知 , 对 YY ee0， 
本 人 0 只 要 4 到 ,tA 过 9, 便 有 


|{ /order | < E. 
由 于 liman Es = mE + o>. 


故 对 >0, 眉 下 ;使 当 上 6 时 ,Ei: 咏 EE, 且 有 
mk nF = mE FE) < 06. 


于 是 
上 rcryaz 一 人 tr)drl 一 上 。 rdr| < 


即 limit Fr = | rdr. 
雪 Ei 时 


ri, 


[5,23] 设 /xz) 在 五 上 可 积 , 令 
E, 一 五 [zz n], 


a limm£, — 0. 
证 ， M= {Ifo ldr =| i fcr) [dx 
E Elrllitr? ln 
宇 人 ndr 一 n° mE, 
孝 RE A 二 - M4. 
所 以 limm 一 lim = DOD, 


[5.24] 设 Az) 为 吾 上 可 积 函数 .mm 五所 十 ceoy 试 证 ,对 Ye 
0， 
(1) 存在 有 界 可 测 函 数 g(r}, 使 


{fa) — Cry|dr < e. 
(2) 祁 在 全 空间 上 前 连 扶 了 薄 数 gl.xr) ,使 得 
{tf ex) 一 pry|dr < e, 


(3) 车 二 了 ,6j, 则 存在 Lu,56] 上 的 密 项 式 函 数 pCx) ,使 
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| if 一 由 (cdr < &, 
证 《1) 令 4 一 五 LzrlFzr) 一 十 coj， 
ce 一 五 [zz (Ca 一 工 2 
[nl OOP Oe Oe 
Fle. 一 A+B m= limane,. 
电 于 7 为 琅 上 的 可 和 本 数 :mm 五 所 十 co 故 
TD < 十 co a.e.F 上. 
He n=0, 
limine, — A= 0. ( 注 ” ”也 可 利用 55, 23] 的 方法 证 明 mA 二 0}) 
男 外 ,了 (7) 为 忆 上 的 可 积 尔 数 , 胡 1FCr)1 也 为 玉 上 的 可 积 函 
数 , 由 积分 的 绝对 连续 性 知 , 对 Yem0, 本 人 G>0, 使 当 A 蔗 EE ,mA 
< 人 时 有 


| Bremplaz<e 
内 于 limzne, 一 0, 故 对 上 述 的 让 ,存在 入 然 数 局 mew< 人 6, 上 丰 而 
上 rir)|dr < €. 


作 玉 上 的 可 测 函 数 

ox), TEE— ew 

人 . 证 Eee 

由 于 工艺 顽 一 en 时 ,17Cr < 故 156z Si , 即 er) 为 五 上 的 
有 界 可 测 了 郴 数 ,从 而 


He gra = fe 一 gccldz 


CT》 一 | 


+ 1 Fe 一 号 (rd 


一 | Anyildar < 


PE 为 满足 条 件 的 可 测 函 数 . 
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22 Frz) 在 五 上 可 积 , 则 由 (117 知 , 对 Yes>0 存在 有 界 可 调 困 
数 Str) 设 1gCzyhRy 使 
em 一 gtryldx 一 三 
由 于 gtr) 汐 天上 有 界 可 测 函 数 , 则 由 人 鲁 爹 定 理 知 , 对 上 述 的 
E>0, 有 闭 集 下 CE 存在 ,和 全 空间 上 的 连续 卫 数 办 天 使 
《io 在 FF 上 g(r) 一 gry); 
(ii mE— F< 
《iiiy [era sz.【( 不 铠 的 话 取 如 下 画 数 代 花 wr))， 
上 [> < 大 
{Cr 一心 龙 ， (TY 汪 衣 
[ 上 . CC) < 一 是 


于 是 
Jae 一 cldzr 一 | tac — pendrt [lacr) 
一 Cr) | 过 六 
一 | [gtxr) — pier} |dr 
<|. ,lgCr)!| 二 |g.r}yldr 


， E 和 
mE 2k 
| emp — pntar | fn — gen ldr + | ace 一 
or dr 
= 到 十 地 — E. 
即 ptt) 是 满足 条 件 的 全 空间 上 的 连续 销 数 . 
(3) 若 多 = 二 5a.5], 由 于 /Cr 在 忆 上 可 积 , 由 (2) 知 ,对 Ye 
全 0 存在 [ae:b] 上 的 连续 函数 gCr) .使 


三 rery 一 yid 上 
了 Cr | < 二- 
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再 由 维尔 斯 特 拉 斯 定理 知 , 对 任 一 [a,51j 上 的 连续 函数 pC(r) 
及 Y >0, 存 往 和 多项式 p(T) ,使 得 对 一 切 xELa:5j 成 立 如 下 不 等 


式 : 
{fpr) 一 $C.r)| < rr 
从而 
fptx) 一 findr 
< — wldr t wzy ~ poz) ldzx 
所 于 十 误 一 上 
即 天 人 xz) 是 满足 条 件 的 客 项 式 国 数 . 
[5.25] 车 ir) 在 颇 上 可 积 ; 则 
limz mELrl|lf(tr})| nj = 0. 
证 令 所 一 E[z| 一 1 之 |fCr) | 过], 则 E= iE. 
且 五 , NE,= 形 Ci -和 帮 
由 于 了 C7 可 积 , 所 以 IUCr)| 在 玉 上 也 可 积 , 由 积分 的 完全 可 加 性 有 


| 17 ilar = > _ [Fr) | < 十 ce， 
获 级 煞 收 和 伐 ,从 而 存在 自然 数 . 当 开 > 时 有 
py | Lildr 一 一 Da co)， 


而 少 了 牌 天 时 ,CE 一 1)< 委 Ar 《一 1 2 , 坝 有 


一 < 
Sh ldz = 之 ， (1) + mErn + 27 
ki Irtry | -=n ]， 
从 而 limr ?五 [rr Sn] = 0. 


[5s. 26] 设 ow 世 之 十 coo,Ar) 是 玉 上 有 限 可 测序 数 ， 
EO ELrlanm— l/r nl]. 
.4 


证 明 ,ftri 在 玉 上 可 积 的 充 要 条 件 古 : 


3 » 2, 十 oem 


证 因 /Cr) 为 玉 上 有 限 可 测 酉 数 , 帮 EE 一 ELr| 2 一 二 -Cr) 


+ 
二 wn] 为 可 济 集 , 且 一 写 EE,. 由 于 匡 门 户 一 遍 (f 玫 让, 苍 
+ 
SmE, 一 nFE 一 十 cp. 
在 王 上 :一 Js 7FOr< ay 由 了 于 
{i 当 汪 1 时 ,有 ln | 
(i) 当 n 过 0 时 ,有 ww 一 ] 太 f(ry< 人 n> | 一 1| 守 |/ (xr) | 
| 总 之 :对 一 切 ”在 于 上 有 ja 一 1] 妥 |AGzr)i< zi 二 1 
由 于 |7tz?| 在 二 ,上 上 非 人 可 测 , 吉 有 积分 值 ,有 旦 有 如 下 美 系 


式 : 
Cal — DmE, <|. [fer dz 所 Ce + mE, 
{n= 0 十], 十 21) 
由 积分 的 完全 可 加 性 知 
十 so + 下 
全 | mE — SmE, < > 人 jcxr)idz 
SS Sa * pi, 十 Emr. 
印 
十 = 
2 Im mE < | zcmldx 
+ 
A 2 [lal| -mE, + mE. 《1) 


由 此 不 等 起, 关注 意 到 区 二 十 =o, 则 有 
必要 性 车 fT) 可 积 , 则 |fCx)| 可 积 , 由 (17) 的 左 端 不 等 式 
有 
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+ 
| mE, < | [ry ldr + mE + oo0. 
< E 
+m 
即 了 >， nl mE, +H co， 


充分 性 ”车 之 al. mE, 之 十 co, 由 不 等 式 (1) 的 右 端 不 等 式 
有 
上 1Cr7ld7 扫 < Si "mE, + mE < 二 十 ce 


即 | Cry1 可 积 , 从 而 AGCry 可 积 ， 
[5.27] 设 芭 EE 过 十 co; 则 -CCz) 在 五 上 可 积 的 充 划 条件 是 级 


数 和 mE[z| |x) | 注 nj] 收 全 ， 
当 和 五 一 ce 时 ,结论 是 否 成 立 ? 


证 设 瓦 ,一 严 [zl nn 各 |r | 二 n 十 1]; 则 EE 二 ZE,, 


是 ENE BUFD. Ezll /Cn) |= DE, 


故 | eniaz 一 二 lftry ldz. 
由 于 
mE, | fen) dr Gn 十 1) - mE, (C1) 
所 以 
PremE | /ld So .mE,, 
m=] E pr 
而 
2 » mb, — 2 CmE,) 
= DmELed er) 1 nn] x2 


* ZA8 ， 


> n+1) =” mE =27n = mE 十 ZimE, 
时 一 用 Hm n= 
一 DmECrllf(r) ln]+mE 
ms] 
由 (1) ,C2),(3) 式 知 
Smetr lf DI PA | fo) lar 
一 了 


一 Sf, ln EmELz| IFCz)| 演 ] 十 吉 忆 
注意 到 mE 之 十 吕 , 由 上 式 即 知 
ff 1dr <+ oe DmELAIIf (| a < oo. 
从 而 
[fdr < 二 co 一 SlimELz| [Az 计 #] 所 十 co. 


n=1 


即 人 cepaz 可 积 的 充 要 和 条件 是 级 数 之 om 匹 [1 | .Fez21 产 中 ] 收 鳃 ， 


鲍 如 ,证 
fz) 一 二 , 互 一 [1, 十 co) 
出 
ELxzl lf 1]={1},E[Lzr| | fr) | 守 2j 一 总 ， 
Elz||lftr) ln l= (nm2),， 
故 mELzII F(T)| n= 0, 


但 x) 在 [1, 十 cc》 上 不 可 积 . 
[5.28] 设 mm 开 < 十 corz) 在 五 上 可 积 , 邻 
下 十 1] 


Ee 


Em 一 Ezx| Ef) 奴 
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as 
lim > 过 mE 一 站 Aceadr， 


i 一 


+ 党 


oo 


证 ”内 题 设 知 上 一 2 i 站, 由 于 zfEEm 时 有 二 <7KCr)< 


中 十 工 条 


四 
mg <| , TadT = ln Ek » 
Et" 


(一 0 士 ]， 十 2,…) 


因此 
+ 天 ， 本 < 二 1 。 
Er < .2 」 opera < 2 mgr 
又 
ee 
2 | flrydr 一 | fdr 一 | Crydz， 
了 总 e 
故 有 
a 下 ， 十 ee 
2 FE < 人 rcrodz < ,2 和 二 ln El 
因此 不 等 式 知 
o <lim[ rezoac- 六 mn] 
ry 于 
+ 二 
. 下 十] en 下 a 
[号 全 er 一 玉生 er 
+ + 
=lim >) pt lim 2 mEr"™ 
nt 二 一 co FI A Ho 
~limi .mE=0, 
Hn-co PT 
所 以 
直上 
lim 5) 全 mp 一 | forydz. 
ao E 
站 
注 lim 2 和 二 1mEi? 一 | f(xydz 也 成 立 . 


是 一 一 


"250 + 


[5s. 29] 设 Fr 在 (一 ce cc? 上 可 积 , 试 证 .AKCz) 的 积 谷 具 
育 绝 对 连续 性 《 即 把 积分 的 绝对 连续 性 推广 到 rE 一 c= 的 情形 》. 
证 法 一 取 和 一 ! 一 如 了] 7 一 了 之， 
由 于 当 7Cr)7 吉 积 时 ,7Cziil 在 (eco 十 co) 上 也 可 积 , 故 极限 


lim| [Feryldr 

存在 有 限 ,于 是 对 Y c>0,3 自然 数 入 ,使 
x i 
fnDlar < eldr < 


因为 fx) 在 (一 co, 十 oo3 上 可 积 ; 鼓 在 (一 N, 十 N) 上 了 世 可 积 ,由 
有 限 区 疝 上 的 积分 绝对 连续 性 知 , 对 上 述 的 e>>0,3 8>>0, 使 得 只 
要 eC( 一 Nme'<G 时 ,就 有 


1 Areoaz| 一 二 . 
现 设 eC5 一 :十 ce 且 Pec 人 为 任 一 子 集 , 那 公 
| eaz| 
| frydzr | 二 J Andz| 
mr 一 一 Ai rN ty 


十 | /yde| 


< 


My 
< ft t+ en lar + | empaz| 
所 下 € 
一 好 十 可 二 可 一 
故 rz) 的 积分 绝对 连续 性 在 (一 co .十 cc? 上 成 立 . 
证 法 二 、 因 ACz) 在 至上 可 积 , 五 一 (一 co 十 ce), 则 1Az)1 也 
在 互 上 可 积 . 
设 {E} 为 五 的 任 一 单调 . 测 诬 有 限 的 复 盖 , 邯 
E= OE, ECECECCE,C.-.., 


| 


三 me 十 co; 则 
| emplazr= lim|, iczylazr <+ oo. 
是 HM—= Ec 二 
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于 是 ,对 Y s 盖 0,3 ko 使 
| erpldaz 一 Aceldar 一 人 Lrcm ldz < e/2. 


由 于 天 感人 TcovlAzr| 吕 在 五 上 可 积 , 于 是 由 测度 有 限 的 积分 
绝对 连续 性 知 , 对 上 述 的 e>>0: 习 90, 使 当 二 天 瑟 吉 只 要 mA 二 
全 ,就 有 
| cryldr 二 三. 
于 是 ,对 YF 4 所 五 ,只 要 mA 过 6, 并 注意 到 
站 二 [| 门 E> 十 | 门 EC Ei 7)s 
就 有 
foal [ifen lar 


一 { Jrezyldz 十 [ 1F tr) | dz 
ANE, AN EE- ke 

< 三 十 | [Fxy ld 
2 EE 一 起 ， 二 下 


到 吾 十 号 一 <. 
即 (的 积分 对 和 是 巨 一 十 ce 也 具有 绝对 连续 性 
LSs. 30] 设 Fr 在 (一 ce 十 cc3 上 可 积 :,7ro) 一 0, 上 日 Frz) 在 
z 一 0D 处 有 导数 ,证 明 如 下 积分 存在 : 
LAA. 
Fr 


证 设 flx) 在 7 二 0 姓 的 导数 六 4, 即 
lm LL im LR 


下 I 一作 


由 局 部 有 界定 理 知 , 存 站 52>0, 当 | zr|<B 时 ， 
<， 十 二 
工 


3 


令 EE 一 (一 8,6), 则 常数 枉 数 和 4 十 1 在 Es 上 是 可 积 的 , 且 开 为 
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可 济 函 数 , 故 研 2 在 Es 上 可 积 . 


而 在 (一 0, 十 oo) 一 Ea 上 有 
| 二 |< {fo 
二 他 


另外 ,由 于 zz 在 (一 c :十 co 上 本 积 :页 Fr) 在 (一 co 十 cc) 


一 EE 上 可 积 , 所 以 , 睦 学 站 在 (一 co 十 co 一 天 上 可 税 ， 从 而 女 2 


LE) 


在 (一 oo, 十 oo) 一 Es 上 也 是 可 税 的 ,于 是 ， 在 如: ULC 一 ce， 


二 50) 一 忆 j 二 {一 00 ,十 co) 上 可 积 ; 踊 
a 
存在 . 
[5.31] 设 f(x) 是 EE 上 的 有 界 可 测 钞 数 , 间 是否 对 Y >0， 
往 习 >0, 使 当 分 划 总 满足 条 件 : 
max {mE,mE,,y mE,} LH 


时 有 ||,/Cz)dz 一 SCD, 门 | 一 ?有 ( 即 问 黎 过 积分 理论 中 的 达 
布 定 理 现 在 是 否 戌 立 ?) 

解 ” 人 {R&R} 积分 理论 中 的 达 布 定理 在 CX) 积分 理论 中 一 般 不 成 
站 

例如 , 犹 利 克 雷 机 孝 
人 2 rE EE {tL0,1j 中 的 有 理 数 
0. 工区 的 :一 Co,1] 中 的 无 理 数 
国 rE 一 0, 所 以 Dt7) 二 0 a-e 于 [0,1j; 则 


和 


Dz) 一 


| 


上 
< Dirydzr = UO. 
WW] 
即 | pceaz = 0 


取 一 去 ,对 Y 8>0, 总 存在 分 划 局, 例如 等 分 [0,1] 区 间 ， 
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只 要 充分 大 ,就 可 使 二 一 6, 而 每 个 小 区 间 上 有 有 理 点 ,所 以 
B; 一 supiDrrl = 1. 
zz 扬 莱 ， 
故 
SS 站 DPKzr)》 一 BmE,— 1. 


从 而 | penar sp DT) | 一 10 一 1 | > 圭一 上 o- 


此 向 说 明 , 达 布 定 理 在 (tL) 积分 理论 中 不 能 总 成 立 . 
[5.32] 设 在 可 浏 集 玉 上 给 定 函数 f(x) ,如 果 对 于 尾 意 的 


gr) EE fz) 二 A(z), 且 | [hr) 一 gCrdur 扫 < 
则 Fr? 也 是 到 上 的 可 积 函 数 .( 勤 贝 格 可 积 的 夹 通 定理 ) 
证 ”由 题 设 知 , 取 上 一 二 0 (x 一 1,2,…), 则 恒 有 可 积 函 数 


是 of 与 不 TT ) :使 
gr) < 


县 f [#2 一 天 Cr dr 扫 i { = 12 
E Ei 
于 是 {CT 一 gat 工 ) 为 非 负 可 积 话 数列 ,日 
lim| [hcx) — gr)Jdx = 0. 


对 ¥ 全 站， 念 
五 。 一 五 [-r Ih) — g(x)| ol, 
则 瑟瑟 五 ， 故 有 


o 一 im Cescz? — gtr) Jdr 
> lim|, Eeezr) — gr)Jdr 


lim| odr 一 mo * mbk,. 
cD, 上 上。 Ce 


有 从 而 对 Y o 汪 0 有 
。254 。 


limmE, = limmELz||h(r} 一 Soft 9 = 0, 


rm 一 ceo 


hr) 一 gt 0 
由 歼 斯 定理 知 ,存在 子 列 {有 CT) 一 gm (Tz)}， 


使 ha CII ga Cr 0 (Ken) ee 于 五 . 
由 闻 
Bn, (A) Er) Eh x) (二 1 22.) 
所 以 
[AAT OTA ET 0 
tk co), 
即 


limA,, Cr) ~ fry ae 于 无 . 
由 于 iPodzI+ 为 研 调 本 数列 ,从而 ACz) 为 瑟 上 的 可 测 函 数 ， 


[fir max{ |A. Cr) | , le, cr}|} 
| gr) | = rr) 
由 GCT) 一 Cr) | 十 | 上 ercr?| 的 可 积 性 知 ,1/tx) | 为 下 上 的 可 积 
函数, 从 而 Ar 为 五 上 的 可 税 画 数 - 
[s. 33] 设 可 积 函 数 /rT) 在 [a,5] 上 恒 大 于 090, 又 0<q 必 6 
一 :证 明 


inf {[ /raz}> o 
证 法 一 因 /xr) 在 [a;58] 上 和 醒 太 于 0; 则 
limmE| zlfCr) < 去 ]= mELrI f(x) 0] 0， 
故 存 在 充分 大 的 六 ,使 得 
m[z| rer < 六 |= 宇 ， 
于 是 ,对 任何 ew,me2>g, 总 有 
| cmpdz>> f Crdr 


“gL | rane] 
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一 让 -m={e 一 E[z|/cz) 大 三 ]} 
之 阁 : (me — me[z| /cr < 
= 二 到- 二- 生 >。 


所 以 


证 法 二 、 因 rKz)>0, 故 
inf {[ Aceoazj>>o. 
下 面 用 反 证 法 证 inf {| /czdz}>>o 
车 iaf {| Acrydz} 一 0, 则 对 于 任 一 正 整数 4 存在 =, 使 mei 六 
2+* 且 使 


1 
| /az < 2 
令 
= Te 
由 mer2>g 知 


雪人 一 lim (mm De,) 9 > 0. 
芭 对 任何 正 整 数 nn, 有 
J fez)dz < fs, /a >| /raz 


ll 
< 
令 x 一 oo, 即 得 
* 5 * 


[frydz =— 0. 


而 za 和 全 0 故 知 ACT) 一 0 a.e 于 人. 
此 与 题 设 rz)20 也 盾 , 所 以 有 


inf 人 Acerarj> 0. 


证 法 三 因 f(z) 在 [a:58j] 上 可 积 ; 则 fiw} 在 [a,58j 上 九 平 处 
处 有 限 . 由 人 鲁 金 定理 和 可 测 集 的 性 质 , 存 在 闭 集 FC 计 [a;], 使 


mt[arbj—F)<< 生 ,县 了 tx) 在 上 连 总 ,从 而 存在 xo 使 


fx) int tr), 由 f(z) 半 0 憩 ;ftro) 计 0, 妈 有 
FE) FAT 0 (rEF), 
故 对 任何 e,me 这 gq: 由 
e 门 五 =efN (La, bj]— rrF} 
eT teN Grr) + 


有 
meNF}—me— me rE) 
me—m(e ,nF ) 
于 
信 9 一 六 一 立 ， 
于 症 ， 
| fcrazr > | cryaz > froddr 
Mr iF 
fr) mle MNF} 半 -fro) 0 
从 而 有 
- g 
inf {| /car)> pi fr) Dr 0. 
[5s.34] 设 f(r)>0 在 [4,58jJ 上 可 测 , 则 关系 式 
上 上 
二 [resy]uaz 一 | [fcr hdr — Ofn — cc) 
与 


£1) 
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nmElrl/a) 站] 一 一 日 (no) (2) 


是 等 从 的 . 
证 、 设 关系 式 {2) 成 立 , 叉 役 4,= 二 ELr|f(tz) 汪 nj 注意 到 


[nj 一 (2 LY > Bn 
fr), LE En 
LA 一 | fy a 


从 而 Ercz)] < 所 [CCzry]s, 故 有 
0 去 | Crcrp]daz 一 | Er]udz 
= [Ef] — Lf er) dd 
= [fol — Ecop]odar 十 | CL Cr) Jo 
CAKz)].ydz 
= {Ef 一 CAcrm]odr 
< 「 ea 一 ndr=n* mA,. 


由 于 (2) 成 立 , 即 
站 CT 一 


故 
| Creep?]edz 一 Fron dar — 0 {ro0). 
即 关 系 式 (1) 成 立 ， 
反之 ,如 果 美 系 式 (1) 成 立 , 由 于 
On:mA, =| nd 


av 


一 Ef 一 [rcr])dz 


站 
< {fry 一 Cir dr 一 = 人 Gr co), 


所 以 ， 
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2n Da 00). 
即 当 4 的 下 标 为 偶数 时 (2) 式 成 立 , 下 证 下 标 为 奇数 时 (2) 式 成 


3. 
困 4 4iCn 一 1 2 ， 即 (A) 为 递 降 集 列 ， 由 测度 的 单调 


性 有 
he PR < mz, 
因此 
《22 十 1): mAmt < 3 = 28 + Hn 


册 于 28 。 532 一 co)， 赵 
《2 十 1》 Er 一 一 0 [ee co) 


荐 当下 标 为 奇数 时 52? 式 霹 立 ， 

综 上 知 , 对 自 热 数 :2) 式 成 立 - 

[s. 38] 设 在 [a,#5] 上 ,A220 与 gt7)>9 均 可 测 , 如 果 在 
在 有 限 极限 : 


lim| (rer)]. — [ecz)].jdz 一 4， 


| 
nmElristr 一 Da ce) 


证 因 lim| CAkz?] 一 [eczr)].)dz 一 人 4， 
故 lim| [Acz?] ~ [Cecr)]soydz = A, 
因此 
lim| Leczr?]。 一 Fecz?]?dz 
=lim] Cg er) 一 [LAGz?]w)dz +lim| Cez)]w 一 LAcr?Jydz 
+ lim| Err 一 [ecre)])dz 


—— A+ tmf (for, — [f(r dz 十 4 
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一 lm Lf) — EFCr) dr (x) 


依 题 意 有 
站 。 机 [和 | Fr 一 fa 2 


则 由 上 是 结果 有 
limf Cf 一 [Aczy]ydr 一 0 
从 而 由 (>x ) 式 知 
limf Cec 一 [ecoaz 一 0 
又 由 上 题 结果 有 


limn * mE[rlgtr) ~ 下] = 0. 

[s. 36] 设 f 了 flr) 在 (0, 十 co) 上 可 积 ,并 且 一 致 连续 ,那么 
limfCr) 一 0- 举例 说 明 ” 一 臻 连续" 条件 不 可 去 掉 . 

证 《用 反 证 法 ) 

着 lim jz 和 关 0, 由 极 腿 的 反 命 顾 知 ,存在 so0D 及 点 列 {1zo}， 
不 妨 设 

EL Fs Ts on eo) 
对 柱 意 的 自然 数 入, 当 xz,Tm 六 入 时 ,就 有 
[Fr | 3 eo. 

克 取 和 N 一 1， 当 江 一 Zz-1 六 1 时 ,应 有 | 了 Cx) | 六 geo. 因 F(z) 在 
{十 co} 上 一 教 连 续 , 所 以 对 上 面 交 6, 存在 5 汪 0( 不 妨 设 8 之 


言 ): 当 TE C0 十 00), 且 |z 一 x |< 时 ,f(x) 一 fz) | 忆 党， 
特别 ,对 每 个 zx,, 当 fz 一 zr,1<6 时 ,有 


[fen 一 Frd} RF) fr < 学 ， 
so i 
县 | 2 > Ep 2 2 
记 五 。 一 《一 dx, 十 合 ) 


由 于 8<< 去 ,ati 一 之 1, 所 以 EN E+ = 
并 且 [fldr> "2 = 5, 
到 
于 是 
[fn lar > S| fn idr > Ped = oo. 
n=1" En 31 


此 与 Fez) 的 可 积 性 矛盾 .所 以 必 有 
lim Ar) 一 0. 
下 面 举例 说 明 一 致 连续 的 条 件 不 可 少 . 
例如 , 取 8 一 六, 作 如 下 函数 fx): 
当 z=n 时 ,fn n+) 0; 
在 Cn 一 8B. 及 nyn 十 癌 ) 工 ,f(r) 为 线性 函数 ， 
在 (0, 直 ) 及 (an 十 Sar(n 十 1) 一 .+1 上 zy 一 0. 
ftz) 的 图 形 如 图 5 一 1 所 示 。 


显然 f(z) 在 (0, 十 2) 上 连续 , 且 
[fordzr = Sonar 
ml™ 0 ea 


oe 
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由 于 级 数 之 2 苦 收 化 ,所 以 
人 Aceeaz < 十 co。 


训 fC) 在 (0, 十 >? 上 可 积 . 


他 至 然 
lim /ry 0, 
em 


这 是 外 于 Cc) 在 (0; 十 co) 上 不 是 一 致 连续 的 . 
[SsS. 37] 没 /irysgtr) 是 (一 2 十 co2) 上 的 可 积 孙 数 , 对 一 


切 区 向 (aa ,2 有 
frendr = caz， 
证 明 ;(1} 对 每 一 个 可 测 集 五 有 
{fondz = | ecryar 
(2》 Cr 与 gfz) 在 (一 ce ,十 cc) 上 玫 乎 处处 相等 . 
证 《1) 由 于 (一 oo, 十 oo) 上 的 任何 开 集 局 都 可 表 为 
G = Si,B), 
其中 Cer,B1) 是 两 两 豆 不 相交 的 侣 区 间 , 故 由 积分 的 可 列 可 加 性 知 
| eraz = | gCrdx. 
二 单 点 集 的 油 座 状 0, 所 以 在 任何 闭 区 则 Fa.5 及 任何 半 开 闪 用 区 
闻 (Cas6j [a 上 Az) 与 g(r) 的 积分 也 相等 ,而 


《一 co， 十 ee) 一 > [nC 一 1,n)， 
又 诸 [n 一 1,#) 为 互 不 相交 的 区 间 , 册 积分 的 可 列 可 加 性 有 
站 rcoar = | gear. 
设 忆 为 (一 ,二 co) 上 的 闭 梨 , 则 BF 为 开 入, 由 以 上 讨论 有 
| Acadz = | scraz. 
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其 而 


[ frydr FrCrydz 
_ 


Te Fo FF 


人 reryar 一 ff Cdr 


| 


== {gonVdr 一 上 SX 
一 号 


= 一 | cryda. 
进而 对 FF 型 集 五 :也 有 
| enyaz 一 | grIdr. 
三 E 


若 瑟 为 任 一 可 测 集 .: 则 存在 FF, 型 集 Ti, 使 HCE, 有 Hm(E 一 
乒 ) 一 0 由 于 五 一 万 为 零 测 集 , 所 以 在 下 一 上 f(r} 与 gtr} 的 税 
分 相等 , 故 有 


| /enax :一 {fenar 十 | reodz 


=| gr}ydr 二 ECTIdT 
my E— 


一 | geryax. 
C2) 由 于 
REzriACzr)y A gry = Ritzr| f(x) > gr} 
tt Riri try < gx} 

记 

E=R'IEriftr i gtr} =Ritri/ tr g(r m0], 

Es—RiLr{ /rg r=RITr If gry], 
则 二 ,1 志 , 林 油 ,由 i) 的 证 明知 


[ Crydz -| gx dre, 

上 Es 

| frydr -| grydr, 
Ey Es 


邵 
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| [fr) 一 &CzyJzr 一 0， 
| [aCry 一 Fr) dr 一 0. 
由 于 rz 一 gz 在 五 , 上 寺 文 于 替 ,gfCzr) 一 Ar 在 五 : 上 大 于 零 ， 


交 只 有 mE = OmE, — 0. 


及 而 
z23 取 上 于 工 | 7() 天 区 ET) = 0, 


芭 zy 一 8fr) ae 于 R:. 
[s. 38] 设 fz) 在 F0,1] 上 可 积 , 若 对 任何 cC0<c<1)， 都 有 


| ce?az 一 0， 


则 有 rr(zr) 一 0 a.e 于 [Il]. 
证 ”用友 证 法 
设 在 (0,1) 上 七 了 (rz) 不 是 几乎 姓 姓 沟 堆 的 , 令 
Eo= (0,1),E, = E[zI/C2) 全 Dj: 五 ; = Efzrlftr) < 0]， 
册 mEEi 与 mk 中 至 少 有 一 个 大 于 从. 不 妨 设 五 ,人 0, 则 存在 闭 华 
FCEC(C0,1) ,满足 mmF>0, 共 而 | f(r)dz 之 0. 令 
a—imin{z}, PB—=maxt{r} 
则 有 0<a<p<l 
现 取 YE(B,1), 并 令 
Go= (0,7} — 上 ,， 
则 上 为 开 集 .由 于 对 任 柯 CE Co,1) ,都 有 .f(xydr 一 0, 于 是 有 
[forar 一 站， 
礁 
j renpnar= {fodr— | fer)ar 


0— {fdr < o. {wy 


ji 
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另 针 ,证 
[| Sa,,6), 


r= 
其 中 a5.) 为 互 不 相交 的 构 契 区间 ; 则 必 存 在 共 个 (tans5i) 咏 CO， 和 且 


使 六 rczydr<o， (否则 必 有 由 rzydzza 与 Cx* ) 式 矛盾 ), 得 
fear = fendz 一 fondr 
一 一直 一 0 
此 为 下 盾 . 


押 贡 Fr 一 0 wa.e 于 Lo,1]. 
[5. 39] 证 明 歼 受 - 勤 贝 格 定 理 : 若 rzr) 为 [ao 上 的 可 积 画 


数 , 刚 
四 站 
limj Ar)sinnrdz 一 0， lim| Aczrycesnzdz — 0O. 

证 6) 先 设 Az} 为 Lua,5j] 上 的 连续 函数 ; 因 Air) 在 闭 区 问 
[4,5] 上 上 连续 ,从 而 在 [a,5J 上 一 致 连 续 , 故 对 ¥ s>0, 本 30, 存在 
[a:&j] 的 如 下 分 划 

二 XAT， 
使 max 1 | 一 Ti < 人 时 ,Fr 在 每 一 个 [zi 一 1 2 ， 
mm 上 ,对 任何 2 ,zcE[Lrr yz, 就 有 
[fir Oo fr | < 
于 是 


{fensinnzdz 一 全 | [Fr 一 Cr]sinmrdr 
“ 由 = 


十 > forjsinnxdrTr A 工 十 工 。 


Th 1 


I [rezry 一 fcr) Jsinnrde| 


< er fr ldr er tr ce 


Ce | 
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所 以 
| 工 一 (of Lery — /Cr Jsinnrdz| 


< par 一 T= ey dr -一 Tt_1) 
一 上 二 一 上 


= (a):E 


I 一 > Fredsinncdr 
r= 


Ti 


一 er "| * sinnxdr 
#= | 1 


mm” 


_ Ser 》 COSCRT _ 1) — cos(nr,) 
一 5 
4=1 


鼓 当 mc 时 
> Fri)sinnrdr — 0. 
所 以 ,对 上 述 se>0, 存 在 自 然 数 六, 当 mzN 时 有 
1 | 二 | 产 太 Aerosinoraz|< e. 
于 是 
[fensinnrdr | < Iri+rirl 


二 人 一 CE 十 有 一 全 -一 aa 十 Ts. 
即 


[2 
lim| A rsinnzdr = oO. 


《ii 车 /5z) 为 可 积 函 数 ,由 和 紫金 定理 ,对 < 盖 0 存在 fa:5 


| er 一 SC)1dz < 三 
又 由 (i) 知 ,对 连续 函数 s(x) 有 


Nr 
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帮 对 上 述 em0, 了 N, 当 nN 时 ,有 
(acysinnrdr| < 去: 


于 是 
| | Freeysinmrdz 
一 | 下 [re 一 cr?]Jsiomzdz 二 | cmsinmzdz] 
| ’ 
rgtry az 十 上 g Cx)sinnedz | 
它 EE 
所 专 
lim{ rcz)sinmrdz 一 OD. 
司 理 可 证 lim| frrcosnrdr = 0. 
Ls. 40] 设 fz) 在 [a.5j 土 可 积 , 而 在 [a;y5] 之 外 为 0, 邻 
rr) = 去 三 Fdt, 
证 明 


5 Ei 
| [gery [dx <| 17rery Jdz. 


证 ” 依 题 设 , 对 任何 正 数 上 ,fix) 在 [a 一 上 ;58 十 jj 上 可 积 , 从 而 
|Atz) | 在 [a 一 万 ,十 万 ] 圭 人 可 积 . 现 设 


天 zy = 全 LAepide， 工 反 Fe 一 天 全 十 各] 


则 CT) 在 [a 一 入 ,5 十 4] 上 是 单调 增加 阔 数 ,并 且 注 意 在 [a,5] 之 


iF EFGti = tae 
一 | ,Meold + fifa t+ Io a 
J 在 
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一 6 十 [fea 十 0 一 站 ee [de 一 二 ce， 
即 下 Cr) 在 [a 一 #4,6 十 hj 上 是 有 界 的 ,从 而 是 可 积 的 . 再 注意 到 
fo = Tl — [fe ha 
Flr A — Ftr— hh), 


虽 有 
| ecrytdz = [1 去 | 全 Aceod 


| 
| 
» 上 训 
{ff {fi dr) dz 


| dr 


一 志 { [PCr 二 ho Fr — Ah)ldr 

1 | 庙 一 三 
-Bnew fore 

1 + 二 
帮 直 (FB TA) .2h Fla 一 用 -2h) 
= FBTFA)— Fla— Ah) 

pm 
= [it 

b 
= {if ld. 


[5. 41」] 设 和 棕 一 十 ee, 鞭 Crygtz) 为 巨 上 的 可 和 本数, 刚 
下 (7 十 谨 (z)7 也 是 五 上 上 的 可 舱 画 数 , 且 


[Erez) + gtr)ddr 一 f .jd 十 三 7 本 工 。 
Ey E Ek 


证 车/lr)y gcz) 为 此 上 非 负 可 积 画 数 , 则 对 五 上 任 一 
单调 、 测 谍 有 限 的 复 盖 集 列 { 瑟 :} . 即 
El 二 EEE 


五 一 iE mE + oo, 


有 
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| Tlxr)dr 一 lim| Frydr + ee， 
也 是 一 5 EE 


| gx)dr 一 lim| gtrydr + cc， 
此 二 一 


而 在 五 上 ,由 于 rE 之 十 oo ,根据 测度 有 限 集 上 可 积 涵 数 的 性 质 
知 


| LAr ger) dr 一 [ /trydr +| g(rI}dz., 
Ey, E, 


丰 
{fer 十 giry ldzt 一 Im [CCry + gx)Y dr 


一 lim [} /Crydz +| srydz | 
和 ke, 


一 [fonax 十 | scraz < 十 ee. 
故 -Cry 十 呈 zy 在 五 上 可 积 . 且 
和 crcem + g(r) dr 一 [| 了 (rd 十 | B(x)dr. 
Ey 此 E 


Cii) 设 f(r),g(X) 为 EE 上 一 般 可 积 孙 数 . 由 于 /+ (xr}， 
CT,g CT) 为 EE 上 非 鱼 可 积 函 数 , 由 个) 知 , 了 Cz) 十 
BT 十 gg 《rz) 在 三 上 可 积 , 系 因 

[Fr 十 区 [rsAFHTCE7 Tg (rr), 
Lizyt ager) A r+e Cr), 
喜 CACz) 十 gx 和 [ACzD) 十 g Cx) 也 非 负 可 积 , 所 以 

FOr) HF gE 一 [Fz 十 区 Cr] 一 [LAFCz) + gry 
在 五 上 也 可 积 . 由 于 

ra ta Lr Tia) [Lr ter 

一 [LA Cr Cr igT Cr) g(r)], 
而 [fr gr Fre] (xT), gt tr), 
SE 《Tr) 都 在 王 上 可 积 , 则 它们 都 在 已 上 几乎 处 外 有限, 从 而 可 以 
移 项 得 
[CCz) tgtr) +f (Cx) tg Cr) 
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=[f/(ry ta cr 十 + rat (Cry, 
让 中) 知 
[Lrer) 十 号 (二 ?+ dr | 六 (rdzr 十 se- {zdr 
一 | Eee 十 加 (zr)] dr 十 fr tx)dzr 十 fa Cx)dz. 


所 以 
[ tre 十 ECr)]+ dr Eee + gCr)]- dz 


二 | ft rdr— [ A trydr + ££ rde -| 号 trydr, 
一 下 王 ' 上 EE 


即 
f Ese) + grr) dz 一 [feydz 十 {gerydz. 
[5s. 42] 当 让 三 一 十 ce 了 时, 证明 以 下 定理 ，; 
车 C1) mE 二 十 oo， 
(2) rr) 在 五 上 有 积分 值 ; 


(3) 巨 一 忆 已 ,本 ,Es-… 是 一 囊 互 丰 相交 的 可 调集 
则 
| fer)ar 一 > fir}dzr. 
证 由 于 f= ry, Cr 在 五 上 有 积分 值 ， 
所 以 
[fenar 一 [A rdr -| {Td 
吉 不 芒 设 f(z) 泣 0, 令 


Lc) = (A Ei = 
EE 一 EE, 


则 (z+) 是 非 负 可 测 孙 数 ， 
fr) 一 Soper). 
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出 
[fondr = > | fdr 一 > crydr。 


\ 积 分 收 租 定理 及 应 用 
[5.43] 设 { 六 5Cz)) 为 非 负 丁 数列 ,上 且 


lim| ftrydr = 0 
n= 


则 必 有 三 Cry=0, 但 六 Cr) 丰 一定 玫 乎 处 处 收 敏 于 9- 
证 diy 对 任意 的 e>0 和 cm>0: 由 于 


lim| 记 crodz 一 必 ， 
| Aeroar < 


邻 
五 , = ELr|i/.(7) | 之 器 ， 


| dr 
上 


{edz < {ldr 
EE E, 


则 有 二, 一 吾 , 于 是 


oo" mE, 


| 


tt 


<| fldr oe 
即 | mE, < €. 
也 即 mE[fx|l|lACr) | 之 e. 
从 而 Cr 一. 
di) 十 而 举例 说 明 所 GCry 不 一 富 所 乎 处 处 收 秀 于 0. 
例如 ,在 [0,]] 上 定居 如 下 育 数 
f 一 1 上 
rc 二 1。 el 再 下 | 
0. xzELV,1]— | 到] 


* 到了 1 。 


位 一 1 2 一 123 
7) 的 图 形 如 图 5 一 2 所 示 。 


| 


村 
A fa 


pl 


fa (4) 


3 
4 


图 5--2 
一 般 地 ,ff (7r) 的 意义 是 奖 50,1] 等 分 成 从 ,在 第 i 个 小 区 
间 上 Cx) 一 1, 在 Fo,1] 的 其 它 处 TT) 二 0. 令 


TI Cr), T= fr), 
rm rr), tr) 一 Fr) 
CT) 一 ACT TTY), 
T= Nr), 狼人 一 


因 铬 (7 一 大和 (rs 所 以 当 Noo 时, 必 有 一 ooo. 有 由 于 
~ 1 
mcroaz 一 寺 ， 
所 以 
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io | grydzr 一 lim| Prdz 
neon kk 二 E 


i ll 
一 一 


但 另 一 方面 ,对 任何 xo€ [0,1] 与 任何 匡 定 的 上 , 必 可 在 
/CG 一 12 如 中 选 出 一 个 Ap Cr) ,使 Ai (Czo) 一 1, 也 就 是 


说 数列 {7x0 为 每 一 项 都 是 1 的 常数 列 , 它 当然 不 收 合 于 0， 
因此 {P&Cz)) 处 处 不 收 合 于 0. 
[5. 44 设 了 五 二 十 co fiz) 为 五 上 一 列 可 测 琐 数 , 证 明 


| 疡 (rry| 
| 0 (nr 0°) 


的 完 要 条 件 是 六 Cr) 一 ~ 0. 
证 法 一 ”充分 性 . 车 /一 >0, 则 有 
fl oo Hl ol 
1 十 T1751 ， 1 十 | 大 | 
由 于 常数 函数 1 在 无 上 可 积 , 由 勒 中 格 控制 收 合 定理 即 得 
| LA _ _ 
ij TH iT 一 外 or 一 
必要 性 . 设 
| 1 _ 
jj 
1 J 
上 由于 iT 大 之 9 所 以 此 有 
LA 
TI 二 TFT 


事实 上 , 若 不 然 ; 则 3 som>0:00 及 一 列 {z4}; 司 
| : 
me[z| ET]> 册 
从 而 


IF 
| i TFT 


¥Y 


| [7 4 
1 iil 
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此 与 | 0 政 盾 ， * 故 THTFT 


_ [| 
从 而 1— TH 1 1 
所 以 1 十 | 六 1=1, 即 | 六 1 一 0. 从 而 
0. 


证 法 二 ”必要 性 令 


Er 
(7) 一 了 二 并 
La 1 
由 于 N= >0 (zz 天 一 1 


故 当 zz0 时 "7) 二 了 于 二 为 单 增 函数 - 
对 和 Yo 一 0, 令 
A = Eri tr) So]. 
B.C =E—Alo)— ELr|| (Cr) | ee 


< AT 
I Ta") ,rr TT 


[F.Cr) | 
TT 全 一 = 


故 对 Y oO0， limA. to) 二 0, 即 
Cr) = 0. 


充分 性 ” 设 /Cr)=>0. 
则 对 YY ce>0, 有 
和 人) 一 mELTI|/ To] -0 -> coo). 
所 以 
| -Ce 
< 1 十 | cz 
"tT) . 
1 大 | dz 十 了 [F.Cry} 


一 十 | 产 r 可 5 十 TFTdz 


人 
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1 十 台 


人 


去 | aaz + f 一 全 一 qz 
Le Ht 
[ra 


i1to 


要 
< oa 十 Tee: 


= HA -十 mB Co} 


所 以 
oc< fal TH Tm. 


十 fcr) | lta 
由 的 任意 性 有 


. ICzy1| 
Tea. IT 上 TFCcyj 


[s. 45] 证 上 明 级 数 形 式 的 勤 维 引 理 : 设 {uaiz)1 是 五 上 一 列 
非 负 可 积 函 数 , 而 且 级 数 


dr = oO, 


Sie [rd < coo, 


那么 之 zz)? 几 乎 处 处 收 仇 于 一 个 可 积 耿 数 zy ,并且 


[fondr 一 > 人 > CxIdr. 


ee 


证 ”把 问题 转化 为 非 旬 可 测 浅 数 的 形式 ,验证 满足 可 测 录 数 
列 的 勒 维 定理 的 条 件 , 为 此 , 令 


《一 了 CD 
:1 


由 于 xz) 非 仙 可 积 : 故 /kz3? 非 侍 可 积 , 即 1 廊 Czi 为 非 负 可 测 函 
数列 + 县 rr) tn==1,2s"*). 
另外 


人 {《- 工 3Q = LL.[ Dr) ]az 


一 2 [acd 《2 1 2 
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lim{ /cr de 一 lim S| ede 


HW 


一 >| u(r dr 所 十 ce， 
四 


即 积分 序列 {|‖ 六 crydz} 有 上 界 . 
故 可 测 枉 数 列 { 大 (zx)} 满 足 勒 维 定理 的 全 部 条 件 , 册 勒 维 引 


理 , f(z) 几乎 处 姓 收 化 于 一 个 可 积 函 数 A(x); 即 和 ucr) 几 乎 处 
钼 路 训 于 7xr), 且 
[IE 


lim| fCr) dx 
no 
一 lim Swaydr 


-一 > CrIdzr, 
1L5. 46] 勒 弘 定理 中 去 挤 孙 数 列 的 非 负 性 条 任 ; 结 论 是 否 成 
证 ? 
解 结论 未 必 成 立 . 
例如 :在 [一 1,1] 上 定 习 


1 1 并 隆昌, 区 伍 [一 1,11 
Re n 

0. 工 一 D (n=1,2,.") 

1 工 咎 [一 1.1] ,> 天 0 
/= 

DO. 工 二 间 


出 rr 天 DO ae 于 [一 1,1], 且 有 
A 
limA x) fr). 


但 (圭一 去 jdz 一 + ec 


故 | /crydz 不 存在 , 同 理 ,| /Craz 也 不 存在 . 
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因此 勤 维 定理 的 结论 不 成 立 ， 
[5.47] 设 Acz) 症 0 为 五 上 可 调 菌 数 , 令 
fry, rE ECr|A(r) Rn] 
0. TE E[zi/tr) > nl. 
则 当 fC 二 十 co ee 于 至 时 ,有 
lim|, {fr} dr 一 {fendz. 
证 令 A 二 EEzI/Cr) 一 505]; 则 mA 一 0;: 所 以 
{fondr = 0. 
又 在 及 上 Cr) 三 0, 所 以 
{fC yde = 0. 


{fr ,CO— | 


故 
[fenar = limf (fdr — 0. 
在 E 一 A 上 FOOD n=l1.2,), 且 
lim{f er). 一 Cr)， 
由 萌 维 定理 有 
| Areeyar — lm (xczy jdz， 
所 以 
[teraz= 人 rerdaz+| Acrpdz 


一 lim|[ (frydr + lim| (fer) Yd 
nood A bm | 


limf techazr + | ,fry ar | 


= lim| {f(r}dr 
即 | Acez?adz 一 lim| (Aczy } ed 工 。 


[5. 48] 人 证明 当 王 瑟 一 十 ce 时 ,区 维 崭 升 函数 列 的 积分 定理 : 
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CO P(z 和 和 记 Cr)Czr)，… 是 五 上 一 囊 非 贡 可 测 隔 数 ; 


Gy 六 六 人 rs) 
Ciy Hm/ tT) = /rs 


Lu | fe)ax 一 lim| /urdz. 


证 和 任 到 巨 的 一 个 单调 且 测 度 有 限 的 复 盖 : 
ECE CC CEC', 


mE 二 oo EO = ZE 


因为 
0 AC Tr 
所 专 
[rndr | fdr CnB, <+ oo). 
让 走 一 十 co 有 


{ fcrydz < { fener (一 1:2:…) 
若 有 某 自 然 数 mo 使 
| 7%, crar 一 十 oo， 


则 由 (1) 显然 结论 成 立 . 
不 妨 设 对 所 有 自然 数 及 , 放 (T) 在 下 上 均 可 积 , 即 


fvar <+ 


因为 对 时 下 ( 尹 一 1 :2.0 无 十 ce: 则 由 测度 有 限时 的 坦 维 定理 


有 


He 


lim| frydxr 一 | Firydar. 
SN FE, 
及 由 于 让 (7) 守 0, 所 以 
[ frdr < | fr)dr, 
EE, 本 
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豆 
| fe dr 一 limj| /xda < iim| /rdr, 


让 有 -一 十 co 有 
{ Firydr < iim| Aczr?dz (2) 
E He 
下 由 (51) 知 ; 
[frYdr <| Foardr fn 12 
下 ££ 
所 以 
Lim | fCrydr <| frdr, C3) 
Ee 加 EE 
由 (2); C3 有 


lim | /Cr qr 一 | er?dz. 
注 ” 南 于 0 扫 扩 (tr)< 安 户 (Cz)< 安 …， 故 有 
| dr A | fxdr < 
E E 


从 而 lim| /cz?dz 存在 , 即 取 极 限 是 合理 的 . 
[s. 49] 设 rE 一 十 oo, 令 Cr) 是 到 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 


FT， Fr < oa 时 
{CT} = 人 ezy 定时 
证 明 iim| (fcr) ) .dz = | far. 


证 《ii 显然 1L7CTr)) 是 五 上 的 新 升 函数 列 , 即 
rT Cr ACE 
Ci) lim {f(r} = Cr) 
Ciiiy 因 fx) 为 上 非 负 可 油 函 数 , 则 (Cz)), 也 为 五 上 非 负 
斌 测 函 数 , 由 测度 为 无 碌 的 勒 维 定理 有 
limf /Cr dr 一 ] ear. 
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[s. 50] 设 Agz) 是 瓦 土 的 可 测 函 数 , 广 cz) 几 平 处 处 收 敏 于 


上 工 32+ 且 
[fr ldz 二 下 证 六 常数 )， 


试 证 ,A(x) 是 可 程 函 数 . 
证 设 Es 一 Ex laim 六 6z) 一 Cr)j 直 
lim f(x) = fr) {x EE Ev) 


得 
lim Fr = fOr)| Cr € Eo). 


由 法 都 引 理 有 
[ftar = | Gimlf.ca) D) dr 


< lim|, 1].Cr) dz 所 古 . 
六 为 z(tE 一 二 0) 二 0, 所 以 " 
jf) ld 一 0. 
因此 有 
{tfc ldr = | te) [dz 和 ko 


即 |.Jfzr)1 在 所 上 是 可 积 的 ,从 而 zxr) 在 五 上 是 可 税 的 . 
[5. 51] 学 例 说 明 法 都 引 理 中 的 不 等 号 确 能 成 立 . 
解 设 歼 一 60,1)》， 厂 4 一 nr In 一 1 2 

则 fcz)? 是 五 土 的 菲 负 可 油画 数 , 而 


| CT)dr 一 [ nx dz 
E 起 


| 


RIf nr dz 一 1] km 一 1 2,…)， 
所 以 limf /cdr = 1. 
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limaz —lim is 一 iT -Tl 
ml 
= lim ix 
所 以 
Lim 六 (xz 一 Limnar" 1 一. 
从而 
[rlim/,cr) Jdx ~ 0, 
EA 
即 肖 


|, Llimf, Cr) de < lim| f.cx)qdz. 


HM— A ee 


[5. 52] 种 Cr 记 Cry Cn 一 1,2,…) 都 在 上 上 可 积 , f(x) 
一 一 上 六 rae 于 无, 且 


lim| Acryldaz = | fcr) 1dz, 
试 证 :在 任意 可 浏 子 集 eC 马 上 ,有 
lim| fC) la = {lf ee) ldr. 
证 ”由 法 都 引 理 有 
[ifeay az = { lim lf lar 


< lim| 1Pcz)iaz < 
同 理 有 
| renplaz 和 种 | Iceldz， 
五 一 = Te Er 
运用 性 质 , 车 lim (zx 二 2) 存在, 则 
lim Cx, 十 yn) = limz, + my Cx) 
于 是 有 
| enplar= |ifen tds — {fn dr 
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一 bm | [fy [dr -| JFer ldr 
HH hp Fr 

= lim| rcryldr 一 lim| IC) dr 

-一 lim {| LA Cr) dz 二 | LA Crydzrl 
NH - Er 1 


— limf Peryldz 
rm Er 
让 * 或 


(1m) 1 ter + tim fcr) dar) 


— lim|, l/c ld 
rpmudE-- 
= fn 


i 


| Cr) Tadr， 
有 即 

| [Cr ld = ti | 六 Cr |dx. (2) 
综合 (13,(27 得 


nm| IA re) | dx <| | .Cr fdr < lim | lA Cr dr. 


nH 


所 以 
lim| If dr = Lm Ie) dx 


dr 


一 lim| [fe fdr 一 j [Fer) 1dr. 


[5s. $31 试 从 十 :一 《1 了 十 (一 了 十 -0O< <cTy， 


, 2 1 1 
推 证 ;lIn2 二 1 32 十 子 一 玫 十 
证 令 f CT 


A 1 so" 


由 Ctr), 记 (x) 都 是 (0,1) 上 的 非 负 可 测 冰 数 ,市 且 了 (Pr》 一 
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> /cn) ,由 勒 贝 格 基 本 定理 有 
[fed = 立信 remaz， 


! dr > | 2a—2 _ rm-lyd 
即 i= Z|, 下 ?9 工 。 


由 于 


"1 dr 一 tn2 
[ter = In2, 
1 


Shier” 2 Tl)dr = | 2 一 去 | : 


m1 n= 1 


又 由 于 级 数 1 一 去 十 志 一 地 十 … 收 化 ， 


所 以 有 
fl Ll 
In2 = 27 (Be 支 |， 
即 
-1 iil li... 
ln2 = 1 3 十 吝 4 二 


[5.541 设 /tr) 是 玉 土 的 一 串 非 负 可 测 函数 ,和 且 
TT 
lim /tz) 一 fz) 在 EE 上 几乎 处 处 成 了 并; 则 当 {ftzT)} 中 至 少 已 知 
有 一 个 可 积 时 ,有 
| rozydr 一 im | 大 Crydz。 
E Heed 


证 由 琶 设 知 , 存 在 避 , 使 f(z 是 玉 上 的 可 积 函 数 , 双 由 于 
Fa TY) fT f(t) 本 站 fn tilT) 六 0 


且 [fndr {fdr G0), 
E E 


故 当 nn 守 mo 时 ,fat7} 都 是 世上 的 可 积 联 数 ,于 是 由 勒 贝 格 控 制 收 
化 定理 有 
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{ ozydzr 一 lim 六 (zydzr， 
下 Nod EE 
[5.551] 设 rz) 为 0, 十 co 上 的 可 积 画 数 ， 


+ f(z) 
sc 一 上 Tt 工 蕊 (0, 十 oo)， 


问 # (Cr) 是 否 为 连续 酒 数 ? 当 < 一 十 co 时 ,cz 有 无 极限 存在 ?如 果 
有 极限 , 试 求 出 其 极限 值 . 
解 ” 中 ) 先 证 g(r) 为 连续 函数 . 令 


F(x,t) 一 2 CO FL,0 Lr on), 


风声 (人为 可 测 认 数 ,对 任 一 a>0 有 


| Fay | 
Ht 


Eeeols | 过世 |= (0 < < co)， 


由 于 长 6 在 Co, 二 co) 上 可 积 , 帮 对 任何 zo€ (0, 十 co), 在 
《0 十 ce) 上 上任 取 点 列 (zs}， 且 XTo(n 一 0)， 

1 机 [Trust 一 一下 长 二 0 (Hoo): 

27 1FCzost3 为 可 测 晤 数列 ， 


3) iP Ce) < Ht. 


喜 由 惑 贝 枯 控 制 收 雍 定 理 有 
limg Cz) = {LlimF Cr, ,0 jd 
[Lim Li Ja 
=| Fy 
0 Xo 十 f 
所 以 gtx) 在 xo 处 连续 ,由 xo 的 任意 姓 知 ,gCr) 是 (0, 十 oo) 
上 的 连续 闭 数 . 
ii 再 求 iim g(tz}) 的 值 . 
任 取 一 列 数 {&,) 
1 二 | 


lim8, = + co, 


di 一 gxTo). 


”284。 


、 /DD 
记 全 


由 于 A) 为 可 积 函 数 , 故 在 (0, 十 03 上 f(t) 几 平 处 处 有 界 , 从 而 
在 C0， 十 ce 上 处 处 有 Hm 关 (一 0， 及 上 CD 和] 面 | .Fit 


在 (0, 十 0} 上 可 积 , 电 勒 贝 格 控 制 收 仇 定 理 有 


limg (Ck,) — lim ™ Ed 
十 en . fa ) 十 ca 
= (lim EF Ea Odi = 0 
由 {E 的 任意 性 知 


im g Cr) 存在 :EB lim g(x) = 0. 
[5. 5§6] 设 Cry (ry, 是 太 上 的 可 测 函 数 
到 ,上 且 让 (x) 一 (xz),g#(T) 是 任意 有 和 界 的 可 测 孙 数 , 如 果 有 可 积 
函数 下 Cr), 适合 | | 和 DTTEE,n 一 1 ,2,7), 则 


lim| gCz) /Crd 一 jecr)ycrodz， 
证 车 gtr) 二 0, 册 等 式 
lim | ecr)ACz)dz = | gc frydz 


显 热 成 立 , 椒 妨 设 gtz) 了 0, |g cr) | 所 MM. 
Ci) 由 于 {Cr 为 可 测 畏 数列 ,gtr) 可 漠 , 喜 {g(ryf,Cr)}) 为 
可 测 闻 数列. 
COD 由 |gCe) 和 M,C) | 之) ; 鼓 
[et Cr) | WOCr7， 
LT) 可 积 , 从 而 Mp(x) 也 可 积 . 
Giiy 对 任意 的 oo 由 于 
五 [z| gz /tr — g(r re] 
=ELr|ligsta (tt, (rm f(r) oe] 
=ELxr|lgte?|* |/ Cr) — Fr) | Bo] 
Ll 
—E[zIlf, (Cr) fr) i> TE 
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CE|z| [A Cr)— Fr) I > 总 |] 


rr 本 [r lstr ?If rg tr re 
mE|z| l/r)— fr) [> 总 | 
由 于 {II Cr), 
所 以 
limmE| Acen ~ fl] 0 
从 而 


limm ELzx| Jagtryf cry 一 SCzrorzrll oa] 一 人 
即 " 天 (JCY 
即 {1sCz7yPzro+ 满足 勒 贝 格 控 制 收 葡 定 还 的 全 部 条 件 , 由 邯 贝 格 
控制 收 语 定理 有 
lim {gC 7 Cyd 一 fg cry fonda. 

Ls. 57] 不 利用 蒜 贝 格 有 界 收 化 定理 ,直接 证 明 推 论 : 若 
{ rr) 是 五 上 的 一 串 一 致 有 黑 的 可 测 辟 数列 ,mm 匹 < 十 co 旦 在 
五 上 有 

Jim 7 (zy 一 frace 于 巨 ， 

则 .rz 在 五 上 可 积 , 且 有 


证 因为 { 廊 CCz)} 是 三 上 的 一 致 有 界 末 数列 , 即 有 常数 点 ,使 

对 一 切 全 玉 和 一 切 自 然 数 点 都 有 | Cr | 寺 志 ,及 
lim (Cry 一 f/x}ya.e 于 到 

所 以 LAZCzI1 本 ee 于 鳌 . 
即 存 在 4 和 五 ,4 一 0 而 在 殖 ; 一 已 一 4 上 ,1.7 | 手相 . 极 Cr) 为 
玉 ! 上 的 有 界 可 测 画 数 ,从 而 7z) 为 五 , 上 的 育 界 可 积 国 数 . 

又 由 于 wm 太 一 0, flr) 为 及 上 的 可 积 函 数 , 所 以 ,fir) 为 玉 二 
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EUA 上 的 可 积 和 函数 . 故 厅 荡 证 zz) 在 号 上 处 处 有 1FCz)lsE 三 
立 , 关 而 下 时 果 庶 去 定理 知 
对 VY s>0, 取 8 一 到 , 则 存在 可 测 子 集 ecC 已 ,使 me<<3 一 二 ,而 


在 五 一 上 :六 (= 一 致 收 敏 于 f(x). 
所 以 .对 上 面 的 es0, 在 五 一 = 上 的 一 切 ,有 Mb, 使 当 a 汉 


六 时 有 
FACry 一 ry| < FT ES 
成 立 , 所 以 
| TTIdzr 一 | ezodz| 
二 起 
<| [A Cr Oo fr) ladxr 
三 
一 | PEAeay 一 -Crydz +| [fr) — fry ldr 


E 
Ez 十 my "pe ee) + 2kme 
E 
TT 加 下 十 2 证 
E 
一 


所 以 
lim | 六 crydz = { frydz. 
[s. 53] 证 明 二 十 o 时 的 勒 内 格 控 制 收 襄 定 理 ; 设 mE 
一 十 ceo 


《12 下 C(x) 竹 上 上 可 积 ; 
《2 Crs fr) 1 下 圭一 所 可 测 函 数 ; 


(3 | FCT) | 和 Fr) sls 
Ca hr fr). 
则 FCx) 在 世上 可 积 , 且 有 
lim| fxr)dr 一 | fryar. 
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证 因 /Cz) 一 >.A(z) ,由 歼 斯 定理 知 , 存 在 子 序列 {tx)}， 
使 
CT -一 fxr) at FE. 
由 手 上 Cr) 天 本 (zt 一 1 2 所 以 
[ir | Fr) aoe 于 五 ， 
而 (7) JACTD7 可 测 , 户 Cr) 可 积 , 由 勒 贝 格 控 制 收 化 定理 知 ， 
AT 也 可 积 . 
设 { 有 为 乓 的 任 一 单调 . 测 庆 有 限 的 覆盖 , 即 王 :过 五 : 志 五 : 
CE 


县 五 一 > Er mE < 十 oo, 
尖 -=1 
出 EE= lim EF. 


由 于 六 (tz? 在 巨 上 和 非 俩 可 积 , 由 积分 定 庆 和 后 
lim FCrIdx 一 | ez?dz < 十 coo. 


boo Ey 


培 对 YY £0 存在 自然 数 &o ,使 
人 Feedaz 一 J Fade 一 J 。 Fear < 杞 . 


对 固定 的 :由于 王 瑟 < 二 十 co 刚直 测 庆 有 限 的 吉 贝 梅 和 控制 
收 伍 定理 有 


lim PE | frydx. 
族 对 上 面 的 co, 存在 自然 数 N ,使 当 n>N 时 有 
由 fd -- Pd = Hs He) — frar| < 
所 以 
A — | /cedz! 
一 上 cr 一 fz) dz | 
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Lm [fc — fle + | Chr) — fe da| 


Er 


<| [fCr) Oo for)ldr 十 上 LACz) 一 /ceaz| 
E—E, tn 

E 
一 [i [fC ldr 十 J IfCr) 1dr 十 专 


所 下 ，Fczdz 十 三 
Ee 3 


所 以 
lim| 六 cr?dz 一 | eradz. 


[5, 59] 举 饮 说 明 勒 贝 格 控 制 收 敏 定理 中 的 控制 函数 的 可 积 
性 是 不 可 献 少 的 . 

解 削 如 ,了 权 五 一 [0, 十 cc)， 

1， 工 区 Lo 
CT) 一 | EE a, | oy (ma 一 1,2。…) 

设 控制 {jcz7)}y 的 函数 为 严 Kr)， 则 几 有 亚 Cr) 六 1 a.e. 于 下 ， 
显然 天 (zz 在 10, 十 c) 上 是 不 可 积 的 ,此 时 ,1 六 Cr 的 极限 画 数 
zx 1 在 [0. ee? 上 也 是 不 可 积 的， 

义 例 如 , (0, 十 cco) 上 的 函数 列 


f(r) 一直- Cn = 1,2,.). 


re 
显然 ,在 C0, 十 0) 上 ,lim/,(z) 一 0, 但 是 

十 se 1 + 
lim| Es a 一 束 去 | 0dz = 0. 
即 虽 然 处 处 有 lim/(z) 一 /Cx), 但 不 能 逐 项 积分 ,其 康 因 在 于 不 
存在 可 积 的 控制 函数 . 
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L5.60j 证明: 在 [26 上 的 有 失实 函数 /tr} 歼 县 可 积 的 充 
要 条 件 是 /rzr 的 不 连续 点 所 成 之 集 瑟 的 测度 为 零 . 

证 ”为 证 此 题 , 先 引进 下 列 定 尖 知 引 理 : 

定 妇 设 SCtr,8) 是 RRR" 中 以 工 为 中 心 ;以 让 汶 半径 的 开 球 ， 


AtTI 是 R” 上 的 有 加 函数 , 令 
Mf Strd)) 一 Sup A Cy) ， 
IST 人)) 一 nf A OY) 
WNC EM Sr mr Sr HY, 
wt limo(f Str ,dy 2. 
显然 /tr 在 7 处 的 连续 性 等 价 于 ww(f ,一 人 0 车 为 f(x) 的 不 
连续 点 , 则 有 ww( fr) 半 上 0. 
引 理 若 /(x) 是 定义 在 闭 区 间 [a,5#J 上 的 有 界 实 明 数 , 则 


A, — ELr lr € [usb] wf,r) 1] 


是 Lea: 中 的 团 集 . 
证 明 和 菩 握 所 [ap 一 4 则 必 有 人 0, 入 足 


wf SE ,BY 门 [2 5]) < 工 ， 
刀 而 车 二 后 [LasBjNsie, 60 则 必 有 
weC7,6) < 
即 EA4,, 这 就 说 明 [a,5] 一 A 的 点 都 不 是 A 的 聚 点 ,从 而 有 
的 误 点 都 访 于 4., 即 4. 为 闲 集 . 
引 理 2 设 Ar 是 定义 在 [a, 的 上 的 有 姓 实 函数 ,? 为 有 限 
数 , 若 7Cz)? 在 [a, 约 的 任 一 点 处 都 有 
wr 
则 有 分 划 号 ,， 
To 
使 得 对 应 于 已 . 的 达 布 大 和 Sw. 与 小 和 sp 有 
So, sp Oo ea, 
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证 明 由 是 设 及 mwtrz) 的 定义 知 , 对 [ao 上 的 任 一 点 二 都 


有 

A 一 《rr 一 人 -十 他-)， 
使 得 wif ,A NN Ladd) < 了 9 
作 入 ;二 zz 一 守 , 十 宪 )， 


则 {2',} 蚌 [a;5j 的 一 个 开 复 盖 , 依 有 有限 复 盖 定理 ,存在 有 限 个 开 区 
间 
A 1) 

整个 盖 住 La ,5 , 仿 

全 = min | ， 
卫 2 2 
则 只 要 分 划 D, 满足 

max {tx, — Tz 1)} < 他 
即 可 验证 每 一 Lz, -xz,] 都 含 于 Ci 的 某 一 个 全. 中 ,从 而 由 4- 的 
定义 知 

wif Lz 1 Ti |) < 7 习 革 一 1 .2，--… ,nn). 


于 是 
Sop, 一 mm -一 下 : 工 ]) * Cr 一 I) 
el 
< > Cr, — TT 二 +* wad. 
A 
下 证 原 题 给 出 的 命题 ， 


必要 性 ， 易 证 得 巨 一 之 14., 所 以 ,. 背 中- 瑟 0, 则 必 有 内。 满 
中 吉 "4A, >0. 因 C7) 是 CR) 可 积 的 , 故 令 
mm ”1 


Zn 


EE 


对 上 述 s>0, 得 有 分 划 万 。: 
好 一 To to 一 站 
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a 


E> Sp, — < — Sof, [Cri ， ” Cx, E17 


= wf Cr — zi1) 
丽人 [<， 1 天色 
nn 
Ei | 
1 A 
一 2E. 
= 1 


即 1 之 耶 盾 - 
所 以 Hn 瑟 一 中 ， 
中 而 有 mE = 0Q. 
充分 性 . 关 /x) 是 [a;,58J 上 的 有 界 钥 数 , 故 设 1fCc7) | 所 于 . 


又 因为 mw 忆 一 0, 避 一 之 14,. 吏 对 每 一 个 自然 数 #, 有 in4, 一 0, 从 而 


对 ¥ ED 此 可 找 汉 | Ho 和 天 区 间 族 
了 了 


满足 
一 a 所 
人 
= a 所 
人 [i 1， 之 4 < pve 
电 引 理 1, 4, 是 逆 集 ,从 而 由 有 限 覆 盖 定 理 知 ,存在 有 限 团 盖 , 即 
A, CT 
wl 
且 六 了 去 Bm, < hr 


:= 1 
由 于 之 oI', 是 开 集 , 从 而 
天 一 [az] 一 Sr, 
r= 1 
是 闭 集 , 且 由 孤立 点 组 成 之 集 ( 记 为 已 ) 最 多 只 有 有 限 多 个 点 , 信 
Fr, 
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则 F, 是 有 限 个 小 闭 区 间 的 并 ,在 每 个 小 区 间 上 应 用 引 理 2, 然后 
再 把 构成 这 些小 区 间 的 分 划 的 所 有 分 点 与 有 限 集 FF 一 并 形成 


Eee ,6 的 一 个 分 划 娓 " ,这 时 有 
上 
Sp 一 sp 一 DF Lr Th) 二 一 X12 


一 全 ， wt fT ET, 一 工 1 


EE 
十 - >, 二 
下 
E E 
< 豆 十 217 > AM = E. 
从 而 ,CTD 在 [ay5j] 上 (CR 可 积 . 
[5. 41] 证明 
1 ee 1 一 1 
,Tn Ei > 1). 


证 由 于 当 |x| 过 1 时 ,一 一 一 之 yz, 所 以 在 (0;1) 上 


1 一 于 CE 


2 1 一 ~ + 1 
Tn 六 一 2 ln —， 


则 


! TT 1 一 1 jn 1 
| in 全 dd 一 2) ln 二 dr 


no 一 于 
六 


-总 | on 
产 十 天 十 1】 TT 


| 


了 上 T+" 
0 | up 十 天 十 idz| 


__ cm 1 1 
2 (大 十 关 十 132 之 1 《大 十 an) 
[5. 652」 求 极限 
mc 


上 四 二 
ER 和 assinmza 


1 
TIL 


解 ” 因 zsinsar 在 [DJ] 上 连续 ,所 以 


.于 2 
* 93 ， 


nr 


(CR) TA sin nzde 
存在 且 与 
oof IT 桔 2 本 sin nxdzt 
的 值 相 等 
及 因为 
| me sinnT 
1 十 nr 
nr I -4 
和 并 


1 十 macz TJ mix 


nT -于 一 工 
2nT 二 2 


寺 


而 二 zx 二 在 (0.1) 上 可 积 , 目 
了 
lim rsin’ nz = 0,xE€E [0,1] 


让 者 内 格 控 制 收 化 定理 得 


0 7 下 sininrdzr 


有 一 ca 


] =~ 1 
| [tim | dx -| oqdz 一 
9 nA vu 


[5s.63] 证 明 ， 
iim[™ 1 -df = 1. 
"i+ 

?7 


证 设 六 人 = 一 -二 一 ,eeko, 十 co), 故 
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| dt [MAE 


”| 二]| 和 
才 是 
0) 1 是 [Lo + 上 的 可 测 丙 数列; 
《aa Jim ft = lim oo- 站 
"rr ” | 1 一 二 1 。 
4 ni! 
1 1 1 
人 Ea Ue! 人 
lim| 1 一 二 "lim YF 


Giiiy 当 n 关 2 时 ,由 于 | 1 十 广 | 是 关于 的 单调 函数 , 故 当 
f 守 1] 时 有 


2 


上 工 | | EE 
(1 + | fF 之 11 十 页， 之 1 十 于 | ， 
于 是 
1 
| .Act 一 二 | 二 
[1 二 车) 如 十 二 | .人 
+ 去 ， 0O<ctr< 1 
号 
(1 Ta 1 和 to 
和 
lim ear 一 | vepat， 
即 
, 十 ce 1 十 : 
lim PR ——dt = | e dr 一 1 
站 一 cmd 站 11 十 语 ] 。 上 p 
1 n 
[5.64] 证 明 
rm Cr 十 ”ercoszdx 一 人 D. 
No 


其 中 为 任何 国定 的 正 数 ，. 
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证 首先 对 任何 pp 汪 0. 由 党 必 夺 法则 知 
lim ln*Cr 十 HY) 


ce n 


其 次 由 lnx<x 可 得 


coszt = 0, 


IneCr + n) [na 十 bl 1 十 三 |] ] 


rr a 
p 
人 (十 过 十 Ion 
ra 
n 


nie 
= |( 京 : | 


ne Ei Hr 


< KC1 十 工 十 1 入 一 《2 十 5 ( 当 n 充分 大 时 ) 
< {7 0 过 2 
2fx7*. 了 宇和 2 


和 Pe 了 < 

2Pe me TF, 工 - 2 
则 Fkz 在 0, 十 cc 上 的 整 曼 广义 积分 存在 ,因此 在 6 ,十 =e) 上 
PT 是 7 可 和 的 , 岂 对 充分 大 的 2 有 


[cry| 一 | cosr < 
直 勤 页 糙 控制 收 和 化 定理 有 
lim ln tz + ny 十 Rcos cdr 
Had nn 
一 | lim Intr tn) so cosr | dz 
扬 py 
ter 
一 { dx = 0. 
[s. 6s] 考 窒 [0,1] 上 的 枉 数 
1 . 1 
ea -1 TT 07rAl 
og T= 人 0 
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的 可 积 性 ， 
和 解 /Clz) 在 [0,1J 上 的 勒 贝 格 积分 是 不 大 在 的 ,因为 如 果 


sn 工 | 在 [二 ,1] 上 


A(z) 可 积 , 则 1/《x) | 应 该 是 可 积 的 ,由 于 二 
连续 , 故 是 黎 曼 可 积 的 ,从 而 
(| fon laz > 0 fr) dr 


1 
CR 上 Hf Cr) dr 


一 CR 2 


sin Tar — cn 0). 
工 


这 说 明 |ftr) | 不 是 CL) 可 积 的 . 
Es. 66] 如 上 


1 . 1 
fy Sin 下 ,< 
了 一 


讨论 Fr 在 [0.1] 上 的 可 积 性 ,如 果 


1 ._ 1 
a | 人 
二 器 
OD. 
讨论 gx) 在 (一 号 ,十 =) 上 的 可 积 性 . 
解 ” 0) 由 题 L5. 65] 知 ,a 一 1 时 ,Jy/(z) 在 [6,11 上 不 是 CL) 可 
积 的 . 


当 or1 时 ,二 之 二 ,Eto,I] 


区 


所 志 
1i. 1 1|. 11i 
2 | sin | 二 |sin 士 |. 
而 十 sin 士 | 在 50.1IC7) 厅 可 积 , 所 以 
1|. 1! 
| sin 开 | EE (0,1] 
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不是 17 可 和 的 ,从 而 Fr 在 .0.1] 土 不 是 57 可 税 的 - 
当 gl 时 ,二 sin 十 史 二 ,因为 六 在 (01 上 为 广义 的 黎 怨 可 


种 丽 数 ,又 二 非 负 , 所 以 点 在 Co,1] 上 (F)? 可 积 , 从 而 f(x) 在 [0,1] 
七 CL) 了 积 、 

综 上 辣 论 :Ar 在 [0,1] 土 当 az21 时 不 是 (7 可 积 的 ; 当 a<<1 
时 是 tL 可 积 的 . 

(1) 由 的 讨论 . 当 a 汪 1 时 ,gtr) 在 10,1] 上 不 是 ( 帮 ) 可 积 
的 .所 以 ,Ar 在 (一 2 二 ceo 上 地 不 是 577 了 积 的 . 

当 ez<1 时 ,要 讨论 tc 在 (一 cc 二 se 上 的 可 积 性 ,只 须 讨 
论 Etr) 在 Lo 二 ec) 二 的 可 积 性 即 可 . 

市 Li 知 :, 在 [Di 上 Cr 是 可 竹 的 ,在 1, 十 ceo) 上 ，, 因 


| sin +| 
[这 | 的 称 曼 广义 积分 存在 ,所 以 上 sia 十 在 (1, -Heo) 上 也 是 


去 
57) 可 积 的 , 其 而 二 sin 二 在 [o, 十 ce) 上 是 (3 可 积 的 .进而 在 
(一 so 十 co 上 是 (可 积 的 . 

综 上 讨论 :gs (7z) 在 (一 oo: 十 20) 上 , 当 a 字 1 时 ,不 是 (7.) 可 积 
的 :要 0<a<l 时 是 C7) 可 积 的 ，. 

五 . 重 积 分 与 二 元 可 测 画 数 

LS. 67] 如 果 /x,y) 是 有 限 短 形 [4;5jX[ec,djJ 上 的 勒 见 格 
可 积 浮 数 .证 明 必 可 用 

01) 平面 上 的 阶梯 庙 数 ，; 

(2) 平面 上 的 多 项 式 函 数 ， 

(3) 平面 上 的 三 角 宅 项 式 函 数 
按 积分 通 近 , 即 对 Y s>>0,. 必 有 上 述评 类 中 每 一 类 中 的 一 个 亢 数 
X,Yy) 使 得 


oh 
[ | ce 一 Hr ydrdy < e, 


证 ti) 把 鲁 金 定理 应 用 到 二 元 可 测 函 数 上 ,有 地 对 Y¥ GDD， 
" 208. 


订 找 到 五 一 [ax[Fcz 中 的 闭 子 集 fy: 使 (EE 一 Fx) 呈 5, 且 
rryy) 是 天 上 的 连续 函数 5 此 定理 的 证 明 与 一 元 函数 的 情形 次 
但 ). 

《ii 闭 集 FefCE) 上 的 连续 醋 数 .Cr 可 以 连续 地 下 拓 到 
整个 平面 上 , 设 Etz 5 为 Ar 的 延 拓 郴 数 , 即 有 Cryy2 为 全 平 
面 上 的 连续 鸭 数 , 且 在 Fs 上 有 Etry3) 一 Cry3)( 此 铺 论 的 证 明 
部 那 汤 松 荐 * 实 变 蛆 数论 3 第 十 二 童 ). 因此 对 五 上 的 研 积 函数 
Cr 及 YY em0, 存 在 着 五 上 的 连续 画 数 gCr,y) 使 


“让 
全 [fry — gtrsy) dxrdy < ee. 


(i 对 五 一 Laojxfred 上 和 任 一 连续 配 数 groy) 相 WED， 
存在 阶梯 钞 数 有 Cz,y) ;使 对 一 切 (z,yw)EE 有 
[girsy} 一 下 (Try < ee. 
事实 上 ,把 的 两 边 备 n 等 分 
rT < 
Cy d，, 
作 遂 数 六 Cr 在 每 个 小 矩形 EE,,=[xi,zxjX[y, .1 ,yj 上 令 
T= min, BCTey), 


在 巨 以 外 令 所 (7; 一 0, 风 玉 LX,y) 为 全 平面 上 的 阶梯 酉 数 , 当 
充分 大 时 .显然 有 
[gtrsy) CO— A Cris y) | < Et. 
(Civ) 由 ()、Gii) 即 知 , 对 ¥ se2>0, 存 在 阶 稀 函 数 hCr,y) 使 


fife, 一 上 (zy drdy < e. 
CVY2 碳 团 算 形 上 的 过 续 函数 可 用 平面 上 的 二 元 名 项 式 匡 数 
一 致 通 近 ,再 由 C02, 于 Y¥ e>0, 存 在 包 项 式 孙 数 于 Cr,y) 使 
fre,y) — Pir ldrdy ge. 
(VM) 因 针 项 式 函 数 可 用 平面 上 的 三 角 包 项 式 还 近 , 由 《Vy， 
对 Y em0: 存 在 三 角 多 项 臣 5Crvv) 使 
。2995 。 


站 ee — Sry) ldrdy < 6. 


[s. 68] 设 f(r),gty) 都 在 La;58j]j 上 可 积 ; 则 Ax)g{y) 在 
一 [zy)1asrsassysO] 上 可 积 -. 

证 由 设 知 17Crz)|1,1g Cy) | 都 在 [4:5j 上 可 积 , 故 在 平面 5 
上 , 按 面 积 测 度 而 言 , 1 FCr2g (Cy) | 志平 处 外 有限, 从 而 


[renew td, tf org ldy 
分 别 几 乎 处 外 有限, 于 是 由 健 比 尼 定 理 有 
[asf trenacw tar = 站 opoldty ff ar 
= | Uedazf lac ldy = {fifor)g 0) 1dzdy 
由 于 jczy1,1gcy)1 分 别 为 [a.6] 上 的 可 积 函 数 , 故 
fifentdr, fig lay 
皆 为 辱 限 值 ,由 上 式 妈 知 
jreye cdrdy 
也 为 有 限 值 , 从 面 /Czyg (yw) 在 S 上 可 积 . 
fs. 69] 设 [Cr) = fad (cers) 
afz) 在 [La ,2 上 可 积 , 又 设 
zz) 一 faceyar, 
试 证 明 下 述 分 部 积分 公式 成 立 ; 
{for pn)adr — /rgtry | 一 eryacryadr: 


证 由 题 意 ,4C5) ,gtr) 都 在 [a;5j 上 可 积 , 因 此 由 上 题 知 ， 
2ACTjAty) 在 SS 二 [Cr,y}》 la 和 7 vb] 上 可 积 , 令 
[2 IACN)., yr 
yy) 一 
lo. D0 过 yy 


* 300 = 


则 sy) 为 3 上 的 可 积 画 数 . 直 傅 址 
尼 定 理 得 


[gex ydrdy 


Ey 


= [asf 


下 
一 | day| wezsyoaz ( 
J cz ,2dy— [peacwdy, 
站 由 
[per wadr= [cr ay da 


二 | AAA) 一 人 pcraacyydr， 
代入 (x ?得 
由 四 四 
ecodzf Ady 一 | xydy| prydx 一 | 49ay| pcxIdr 
由 于 rz) 一 f acyde, gex) 一 rear， 所 以 


后 机 工 
| ze jrdr 一 craz| ACY Idy 
= fb gH) 一 faa dy 


dr i 
一 fer)g de)| 一 [Pe 
即 
J |* 站 
jac fondr = fog tn) | 一 [acryg rydx. 
Ls5. 70] 证 明 在 5S={(Cr,y)| 一 Ty 
十 so} 上 定义 的 函数 
[XY 
Fry yo dtr 十 2728， 
1 
器 , 
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它 的 两 个 累 次 积分 都 存在 旦 相等 ,但 /Cz,y}) 不 是 5 上 的 可 积 


数 . 
证 ”对 于 工夫 上 有 
十 >， 二- 
| forwdy — i a 7 > 
| 和， 1 了 一 十 co 
2 《72z 十 3272 2 yy 0+ 
LL , 
一 300 
+ x 1 Y= 0 1 
rersydy 一 证 J 
十 ce 
艳 二 TCFy)qy = 0. 


I 
O 


同 理 有 
[fecesydz 


因此 
tr + + 一 + 
| ar| fr, ydy = | ay zsy)dr 一 0 


‘I 


dy 1 
了 工 | 


但 


站 Aeroptdy = 人 
从 而 
| -az 三 l/r,yl ldy 一 全 六 一 二 ce， 
直上 可 知 , 虽 然 /Cr 的 两 个 里 次 积分 都 存在 且 相 等 ,但 在 .3 上 
却 非 绝对 可 积 , 因 此 不 是 勒 风格 可 积 的 
[5. 71] 古 有 R= 二 {Cryy)10 过 x0 之 y 之 1} 上 定义 函数 


. 一 > 
fc,Y) 一 CT ys 


证 明 
”302“ 


1 1 
jaz| /er 本 下 | arersyodz， 


这 是 理 与 傅 比 尼 汗 理 矛 盾 ?* 何故 ? 
证 时 


2 1 232i > 
[asf fe dy — -一 [a | | 二 二 y 
fr 二 过 二 | 相 一 上 1 
.[ 2 十 .dz 一 1 寺 

[a 
TT 
ret 一 一 一 
上 

1 | [了 了 1 

fasf A rv dr =| 二 之 人 Ty -sd 
4 | I zx r==1 
一 -1 一 一 -- ， 
[ dy arl ra dr | 2 十 | = 一 od 


本 -Oy arctgy， 一 之 
oy a | 本“ 


| arj fe dy = ay] Fer ydx. 
这 个 闭 果 并 不 与 侍 比 尼 定 理子 盾 , 因 为 傅 比 尼 定 理 去 求 
re 可 积 : 则 积分 可 交换 次 序 , 但 这 里 /zy 不 是 可 积 的 . 
下 面 证 明 .Ar 在 兵 上 不 可 积 . 
取 一 个 子 区 域 : 
了 一 Tt lzr<oyA<c ic 民 . 
因 fz ,yw) 在 人 上 上 衣 积 分 值 ,由 侍 比 尼 定 理 的 推论 知 : 


Je Ta ee, 


二 二 wd 
一 站 二 二 ( 二 村 ay 


一 和 二 下 ja 一 二 一 
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不 适用 于 傅 比 尼 定 理 , 所 以 ,此 结论 与 傅 比 尼 定 理 不 矛盾 . 
15, 72j 当 .rzyygtr) 是 直线 上 可 积 画 数 时 ,证 明 郴 数 


十 ra 
(Fx gf 一 扩 人 一 


(1) 是 一 个 (一 coo; 十 oo) 上 的 勒 贝 格 可 积 隙 数 , 并 昌 Fx& 二 


T7187) = | er fn)dr,i=—1) 

2) 如果 .gs 有 一 个 是 有 界 的 {不 一 定 可 积 ), 舅 一 个 可 积 时 ， 
CF) 还 是 1 的 连续 耳 数 . 

证 C1) 由 于 G 一 zyFtt) 均 为 可 积 了 本数, 因此 rr 一 了 ) 
g(t7X} 是 二 雹 可 测 治 数 , 有 是 


fi ta < 十 “oo,| 1eczyldz 二 十 Do 
又 由 于 
站 人 ec 一 macryldrdz 
= 人 iecol( 太 re 一 zldrar 
+ 十 
=|{ lgcayldr: {fe dt < oo0 (Cx 
所 以 ,由 和 傅 比 尼 定理 有 ,二 次 积分 
fe eeoarjs 
存在 ,好 CF* gg 为 (一 上 0, 十 co) 上 的 可 积 函 数 . 
注 Cx) 式 中 | 1G 一 地]de 一 I/Dler 是 通过 积分 
的 换 元 得 到 的 ,实际 上 在 | “1Ac 一 zz) 1d 中 令 :一 x 二 卫 , 则 
fend oe nar = fot. 
下 面 证明 fx 8) = fF. 


事实 上 
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《了 xx 区 Ja) 一 [fx a erd 


十 5 二 
一 | | Tt — retr)e"drdr 


十 ce 『 十 om | 
一 [| | FO x Ye gCrT)e drdr 


to 


一 gee fe 一 xye"" drdzx 


| 


一 部。 大 


(ecoe>az] 。 [六 -reoperaz] 


(2) 不 般 设 gfr)? 为 有 界 国 数 , 即 存在 M0, 合 |g(r)| 志 MM， 
别 设 Fr) 为 《一 co 十 co) 上 的 可 积 画 数 , 则 .Crz 在 (一 cy 十 co) 
上 几乎 妊 处 有 界 , 不 入 设 f(z) 在 (一 oo, 十 coco) 上 好 姓 有 界 , 即 
[| 寺 工 (LL 为 常数 }, 往 证 Cf¥ g(t) 是 + 的 连续 旺 数 . 


由 于 
[EF x BIC) Oo— CF g) (to)| 


十 co 
= gl le 一 am 一 re 一 zldz 


SM ye 一 一 Ac 一 zldz 
由 设 A(z) 在 (一 ,十 ce》 上 可 积 , 故 
[fem ao /0 — x)ldr 
<2f fo) ldr <+ ec- 
从 而 存在 No 汪 0; 对 ¥ s>0, 有 


ns e 
[人 .7 zx} /Ali Td 
十 = E 
| [i 7 ft x) Ndr， 
mu 4 


而 在 [一 mm 上 .由 重金 定理 ,对 上 述 的 er>0, 与 人 一 


《 关 交 ) 


5 
了 一 9, 存 
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在 连续 画 数 fr) 及 闭 集 天 CT 一 wyvo], 使 
《in 0L NN OH; 
Cu) frp rer:; 
Ciii》 上 由 9 7) 的 连续 性 ,mgt 一 7) 一 piu 一 工 )， 


故 1 
从 而 


六 [fo rm fo cdr 
= | xc 一 -一 -oo 一 了 dr 十 


[A Oo) fF, 一 了 dz 


[一 woomvn] 


去】 rc 一 一 有 和 rldr t+ SL mf— No No] 天) 


蕊 E 
-mF 2 < 
SF 2 No 十 


+ 
Tie 一 Ato — zx} 1dx 
nw, 
一 [” 1AG 一 了 ) fs rldr 
十 em 
+ [fOr) 一 rcs -rdz 
‘> 2 


一 E, 


从 而 由 (xx > ?起 知 ， 
{Cf < Et Cfx gd EM 


Ee 
2 


~“€ 
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由 < 的 任意 性 知 
liml Cc/ x g} C1) — CA gttoy| = QO. 
所 以 CA# 8)() 在 to 姓 连 续 , 由 16 的 任意 性 得 CFAx g)tt2 为 1 的 连 


续 函 数 . 
[5.73] 设 束 XK 二 1ymY 一 1s 玉 是 四 xY 中 适合 下 述 条 件 的 


子 集 : 对 每 一 个 了 与 每 一 个 y;: 玉 ,与 下 一 EE? 都 是 可 列 集 ,那么 瑟 
是 不 可 调集 . ( 共 中 ,EE,,E? 蚌 集 下 的 截 口 》 
证 用 反 证 法 , 设 玉 是 可 测 集 , 则 有 
mE = (xe, yydrdy. 
NY 
其 中 
Ma yy [> 《Tryy) 五 
DD. trry) 写 二 
由 情 比 尼 定 理 


和 XECT ydTdy 一 | mE)dy 


NAY 


一 | mErcrydr { 


由 于 下 ,与信 一 E? 为 可 列 集 ,所 以 
mE, 一 中 ,7 一 五 ?> 一品 
即 3 五 -一 OumE* 一 mom—1l 


所 以 J mE Cdy 一 | oay 一 0， 


| mErtridr =| 1dzr = m= 1. 
x 


此 与 (x* ? 式 了 矛盾, 所 以 五 为 不 可 测 案 . 

六 、 有 界 变 差 画 数 绝 对 连续 蓝 数 “单调 函数 ” 李 普 痪 兹 条 
件 及 导出 点 

5s.74] 证 明 函 数 
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ITICOs 工 ， 0 
(Cr) 一 二 


0 并 一 口 
为 区 间 [L0,1J 上 的 有 界 变 差 函 数 . 
证 由 于 
CD) icos 二 
lim Zr 一 = lim -一 一 -二 
ro | 可 一 = 伍 巴 芭 
一 limxrcos 去 一 站 ， 
i Ee 
艳 


了 一口 


ZTCOS 开 十 rsin 立 ， 工科 站 
(x)= 工 了 
0. 


且 
rein 到 | 二 2 x 工 筷 [0,1] 


[Fcry| 各 | zeos 普 | 上 + 


所 以 Lx) 在 [0.1] 上 每 一 点 有 有 界 导 数 . 
故 对 [0,1] 的 任 一 分 划 
站 一 -co < < Ta 一 1 
直 拉 榜 朗 日 中 值 公式 有 
ri) 一 Cr 3 一 产 CEI CTE 一 1) 
5 人 Cr iT 《一 了 ,2 ,2). 


则 有 
fr — fr | 


点 一 上 


一 DF CE Cz, 一 -Er 1》 | 
#4 二 1 


EON) 2 


站 一 了 


[2 TCD 2 十 于 
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从 而 ,jz) 为 [0.1] 上 的 有 界 变 差 梧 数 . 
LS. 7S] 设 f(r) 为 [a;5] 上 的 有 界 变 差 栈 数 ,有 自 . 厂 z)2eD0 


在 fa ' 妇 上 处 处 成 立 , 则 志 y 也 为 [a,58] 上 的 有 界 变 差 函数 . 


证 对 [Le,o 作 分 划 
已 一 To 


由 于 
| 1 1 _ cry 一 Fr 
rz Flr) TCF 1 
所 旧 |7Gzy 一 Acz 1， 
所 以 
“1 1 
pl Fe | 
< 证) [If Cr) 一 Cr 
= 
< EV 
故 7 二 和 去 mc 一 十 cc 


即 ”5 也 为 [as6] 上 的 有 界 变 差 汪 数 . 
[s.76] 车/(z) 为 [a,5] 上 的 有 界 变 差 函数 , 则 |f(tr) | 也 为 
[a,6J 上 的 有 界 变 六 函 数 . 
证 ”对 [a,6] 任 作 分 划 : 
TT 


由 于 

Nf ~ Ir 1| 

SON) fr VY 二 十 co， 
故 
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TFT < 十 co， 


却 jj 六 ri 为 [ao 上 的 有 界 变 差 函数 . 
[s, 37] 车 /zy,g(z} 都 是 [asb1 上 的 有 界 变 差 菌 数 , 虽 


A -Bt7) 世 是 [a;5jj 上 的 有 界 变 差 枉 数 . 
证 因 F(z),gtzT) 都 是 La,58j 上 的 有 界 变 差 函 数 , 即 
VHD oo VE < 十 ce。 
所 以 ,I 了)yg(7T) 在 as5] 上 有 界 , 即 对 一 切 rE[a,o]. 有 澡 数 ?it， 


天, 使 
gryl EM IA) SK. 


对 fas5j 的 任 一 分 划 : 
TT 
由 于 


Sif ry gr) 一 下 Cr Datr | 
41 一] 
re) 一 Cr gr)| 
4 一 了 
十 NC DgCr) — fr er 31 


= 了 er oe IFC 2) fr | 


一 1 


Tr TeCry — gtr, 1 
+. -1 


MVCN + KVCgY oi 
艳 -FSgCr3 为 [as 上 的 有 界 变 益 明 烙 . 
LS. 78 设 { 六 Cr 为 [ua 的 上 的 有 界 变 差 酌 数列 ， 
Jrrrrr 为 [as 的 上 的 有 限 函 数 , 若 


VDEEKR (n= 1,2,.…), 


> {A Cr) 一 F(x 1)| 十 SK * 1 gtr,) — ET 11 
Pt 


=。 LU 


则 rz 也 为 [aol 的 有 界 变 差 函数 . 
证 对 Laz: 的 尾 一 分 划 DD; 
4 = A TT 下， 
由 十 
VD,/) = Ser,) — fr,-1) | 


了 一 


= SrlimCh tr) ~ flr 9) 


Po 
一 lim >) fz) 一 fir 1) | 
= “co 


TV) EK + 2. 
如 VCD, 门 守 开 ,由 分 则 DD 的 酝 意 性 知 
WW 
即 f(z) 为 [a,5] 上 的 有 界 变 差 孙 数 . 
[5.79] 试 证 蚂 数 f(r) 在 [a,&bj 上 为 有 和 界 变 着 泪 数 的 充 要 条 
件 是 ,存在 一 个 单调 增加 函数 gtr},; 使 对 任意 的 4 守之 7: 之 占有 
不 等 式 成 立 ， 
[Fr ~ FT) ss Ta) — PL). 
证 必要 性 若 /Cr 为 [as5 寺 的 有 界 变 差 画 数 , 且 对 人 尾 向 a 
TT 有 
fez) 一 fr) SVR — VE) Vn), 
令 PCT) 二 VE ; 则 Lx) 为 [a,bj 上 的 单 增 函 数 , 且 
pT) 一 VE 一 To)， 
从 而 
[Fir 一 Cr sz) 一 ICU， 
充分 性 兰 有 单 增 函数 gz) ,使 对 任意 azi<zrese 有 
[fra) — fOr) | Er) — PUT), 
则 对 [a,5j 的 任 一 分 划 万 : 
dT 
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六 cz -Ar FE Dn) 一 区 7) 


= pb) — gay < 十 oo 
所 以 TD HG) 一 al Lt oo. 
即 f(z 为 [ans58j 上 有 界 变 着 晴 数 . 
[5. 80] 设 连 续 函 数 F(x) 在 区 癌 [a,b] 上 除去 有 限 个 点 和 外， 
具有 导数 广 Cr) ,而 且 i 广 (zx) | 寺 M4 :证明 f(z) 是 有 界 变 差 钵 数 . 
证 ”人 和 依 题 设 , 用 户 5Czr) 不 存在 的 点 为 分 点 , 格 [a,5] 分 应 有 限 
个 小 区 间 , 则 在 每 个 小 区 间 上 .PCry 处 处 存在 , 且 jP(zr)| 扫 1 , 设 
Lai 加 是 一 个 小 区 间 , 王 证 /Cr 在 [ai 上 是 有 界 变 差 函 数 ， 
设 分 划 口 : 
二 二 
是 [ey J 的 任 一 分 划 , 由 于 关 (z) 在 [ei 中 处 好 存 在 ,上 故 电 拉 格 
筒 忆 中 值 定 理 知 
Fr Frm) = fF Cr — ri}, 
名 后 《Tt ixzi (下 一 1 2) 


TCDD, 门 一 Sr 一 Cr li) 
r= 1 
一 DF él " lx 一 :| 
二 


EM RO 1) = Mb a) < 00, 


部 fz) 为 [Lay] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 
由 于 7jr) 在 每 一 子 区 间 上 是 有 界 变 善 函 数 , 而 子 区 间 的 个 数 
是 有 限 的 ,从 丽 Frzr) 为 La, 上 的 有 和 弄 变 差 函 数 . 
[5. 81] 举例 说 明 连 续 函 数 不 一 定 是 有 界 变 差 函 数 . 
解 ”例如 
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zsin 工 ， 0 二 工 守 1 
f(r) 一 工 


并 一 习 
心 。 


是 [0,1] 上 的 连续 函数 ,如 果 取 分 点 
1 


Tn DA, C= 1， 工 C= Tl 1 


Ln 一 1) 一 ij* 十 名 


为 L0.14 的 一 个 分 划 五 ,那么 


2 1 十 1 
> 这 |ir 二 至 一 1)r 十 记 


但 是 当 2>co 时 , 即 分 划 无 限 细密 时 有 
lim > 了 一 + cc. 


所 以 supyY《 忆 ,万 一 十 oo. 
却 VCf} 一 十 ee 


所 以 Ar) 在 [0,1] 上 不 是 有 界 变 差 函数 . 
Ls. 82] 设 = 是 一 实数 ,函数 
1 1., oz]l 
Fr) 一 下 
悦 , 外 一 闪 
当 a 有 取 什么 值 时 ,f/x) 是 [0.1] 上 的 有 界 变 差 请 数 ? 
解 ” 当 ae 一 1 时 .由 上 题 知 , Fe) 不 是 有 界 变 盖 还 数 . 
"3]3" 


于 a1 有时, 取 分 点 


zh 一 -一 1 
En 1) 二] + 2 
仿 上 题 的 讨论 林 得 
2 4 1 
VtrorTir nr) 全 2 让 


因 级 数 之 ; 去 发 散 , 所 以 ,a<1 时 ,/(r) 在 [0,1] 上 不 是 有 胺 变 差 


饮 数 - 
当 rl1 时 ,作业 数 


je -站 rE | 起 1 


1 ' 
全 王后 jo, 去 | 
由 FA) FT) (nr ce) 
1 1 - 
在 | 芭 寺 37: 店 | 上 十 1 和 nn), 因 f(r) 一 f(r)， 
故 令 
1 ww i a i 
ry = Ar sin 二 一 工 cos 二 一 0， 
得 
1 1 
二 + 和 六 一 了 


由 于 正 急 画 数 是 严格 单调 函数 , 故 atg 土 一 二 具有 唯一 解 zx 


1 1 中 ， 
| 运 在 去, 起 ] "的 零点 ;为 六 (zr) 的 驻 点 ;从 而 
“nt 工 ) 在 区 间 上 有 唯一 的 极 值 点 rr 不管 mm 是 极 关 值 点 * 还 是 极 小 
值 点 ,fz) 在 { 让 让 ij 及 | 二 :二 | 上 上 均 为 单调 西数 , 即 帮 C5) 


次 这 些 区 间 上 为 有 界 变 差 函数 ;进而 知 ,/,tx) 为 [0,1] 上 的 有 界 变 
差 函 数 . 
" 3314， 


另外 ,由 于 所 (站 [mi 志江 二 | 上 上 的 归 大 忽 对 全 不 二 


-证 所 以 它 在 | 二 让 计生 ] 上 的 全 变 差 不 超 过 kw:* 于 是 ， 


所 (9 在 [0,1J 上 的 全 变 差 不 超 过 之 因为 级 数 二 
Ca>1) 收 伍 , 所 以 序列 {VICAf)} 有 界 , 故 /Cr) 六 [0,1] 上 为 有 界 变 
差 函 数 . 

综 上 所 述 , 当 assl 时 ,f(r) 不 是 有 界 变 差 评 数 , 当 >1 时 ， 
A(z) 是 有 界 变 差 本 数 . 

[5s. 83] 讨论 函数 


心 、 工 一 上 0 
当 8 时 的 有 界 变 差 性 ,绝对 连续 性 . 
解 当 ass8 时 ,在 50:,1] 上 取 分 点 ,ro 一 0 一 1 


1 8 
四 [到 一 1) 一 ?jx 十 | 人 一 1:2: 一 1) 
则 
Si — fr) | 


= x Sin “sin 一 
二 > - 1 

一 乓 _ 下 QQ 人 人 人 moo 
“= [ee 十 [ea 

2 2 

ma 一 上 三 1 1 

字 人， 十 
nD 一 访 t 十 总 Dea| 


1 _. 1 
> Z| 一 x 页 一 了 十 去 | 
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ml] 2 2 1 
> 2 而 一 Ti 元 之 7 二 - 


由 于 lm 下 一 二 ee， 
所 以 supY Ar) 一 fr VW) =+ oo, 
即 当 a 时 ,Cr) 不 是 [0,1] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 从 而 也 不 是 绝 


当 m 盖 后 (2807 时, 因 
站》 = oar lsin 十 一 应 ze Icos 届 ， 
所 以 
[Fr ar! Br 
六 1 一 六 一 1] 半 一 1; 从 而 
1 1 1 可 
ee 5- 
收 锅 , 邦 1 六 Cx) | 在 [0,1J] 上 可 积 ,; 且 ftx}) 在 [0,1j 上 椒 姓 存在 且 
有 限 :;, 故 必 有 
rz) 一 Co) 十 I Cyde 
一 jr 《DG 
事实 上 
[fa < 一 lim ff eas 
人 Brot dF 
= lim | [ee "1sin 去 一 Bt" flcos 六]d 


S00. 


I 


inl no 一 
一 Tin 0= fry (OY). 


一 lim rrsin 
Bt 区 


即 AKCz) 一 Ao) 二 | mcodr, 从 而 Ac) 在 [o,1] 上 绝对 连续 (可 积 


画 数 的 不 定 积分 是 绝对 连续 画 数 )， 从 丽 也 是 有 界 变 差 晒 数 . 
316 


综 上 所 述 , 当 a 所 PP 时 ,F(x}) 既 不 是 [0,1] 土 的 有 界 变 装 函 数 ， 
也 不 是 钨 对 连续 函数 ; 当 a 请 时 ,Ctx 在 [0,1Jj 上 既是 有 界 变 莽 
滑 数 , 世 旦 冰 对 连续 阴 数 . 

Ls. 84j] 证 明码 数 


| 
FO) dr 
0 了 一心 


FLX) = 2zsin 一 cos 于， 
下 es 下 
当 工 一 品 时 ， 
FOr) 一 FCO) 工 zsim 二 
PF'(0)— lim 一 二 一 lim 工 
zt x rt Er 
一 lim xsin 四 一 0. 
T—0 者 
所 以 


Fry 一 站 十 一 cos 去 ， 0 
0. 天 一 了 总 
即 下 (x? 在 [一 1;1] 上 处 处 可 微 ,但 F(x) 不 是 全 连续 函数 . 
事实 上 , 取 


1 2 1 1 
NN 
册 由 于 组 数 


去 DA 
AR 


是 收 化 的 莱 布 尼 兹 级 数 , 且 收 伍 级 数 具 有 可 结合 性 ,所 以 级 数 
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是 收 误 的 . 而 
JF — Fa,)y] 
1 2 i a 
一 | sin Cn i nt 1) 3 |= Can 于 区 
级 数 
er 2 加 2 加 _ os 
是 发 藤 的 . 
于 是 对 0 二 ] 站 0; 读 论 汪 守之 小 ,由 于 级 数 


Ss, 一 cy 
收 钱 , 故 存 在 自然 数 和 N, 当 nn 之 NN 时 ,对 任意 自然 数 品 ,总 有 


t+ 


> ， (hi 一 dary < 全 
证 一 项 
但 电 于 


DPE) 一 如 Ka 一 小 co， 
故 只 要 书 亮 分 大 ,就 一 定 有 


DY Feb) 一 天 (al > 1 = eo. 


天 一 Hn 寺 1 


所 以 (rz 不 是 全 连续 函数 . 

[5.85] 作 [a,bj 上 的 有 剧变 差 函 数 rz ,使 在 [ae 5] 的 任何 
子 区 间 上 ,A(zx) 都 不 是 连续 酶 数 . 

解 ”有 取 [a,5j 一 L0,1j; 作 函数 
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3 
共 中 I 1 -一 二. 


级 数 之 4%Cr) 在 [0,1] 上 是 然 收 伊 ,其 和 画 数 记 为 Cr), 且 
rer3 为 [bi 上 的 单调 增加 函数 . 因此 AKCz) 为 0,1] 上 的 有 界 恋 


莽 函 数 ,但 在 点 一世 处 :由 冰 数 的 构造 知 ,/Kz) 一 A(Cz 十 0 ,f(t) 


关 /(z 一 0), 因 此 x 一 入 为 rr) 的 第 一 类 不 连续 点 , 故 /(x) 的 不 
连续 点 在 [0,1] 上 处 处 稠密 ;所 以 在 [0,1] 的 任何 子 区 同上 /Cx) 都 


不 是 连续 函数 . 


15. 86] 设 /Cr 是 Lu] 上 的 有 界 变 差 函数 ,那么 


a 
I = If Cr)| ee 于 fa，o]， 


证 因 f(z) 为 有 界 变 差 请 数 ,由 豁 义 知 ,对 于 se 一 而 ,存在 


组 分 点 
TT 


使 
VON 一 全 ro — fir dl 
一 1 


2 
作 [a.5j 上 的 旺 数 六 Cr 
尖 rE C11 时, 令 
(rz) fr Cs 
当 TE CT 1 时 , 令 
I) OS fr Cs, 
其 中 Cu 为 常数 ,它们 这 样 选择 :. 疡 Ca 一 0, 且 


| .Cr 一 Ci 一 CT 一 Fr 1}. 


于 是 有 
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1) 


{2) 


BD) fond = DF) fr DO]= £8). 


由 C1) 知 
VC 一 万 (6) < 玄 :- 
其 次 :75C 门 一 六 CCz)? 为 不 减 画 数 , 即 当 了 < 时 有 
VND fry. 
事实 上 ; 当 ,属于 同一 区 间 (Czx yzri) 时 ,由 (2) 
VID fr = fr). 
当 ,不 属于 同一 个 (Cry_1sXTi} 时 ,不 妨 设 
ee 
则 有 
TD = VHD FF VRAD 十 十 TCD 
7 fr) + flr) — Arn) 
二 二 FCzm) 一 fx) | 
Oo Cr). 
从 而 WC 门 一 了 f(z) 为 不 减 函 数 , 故 
1 


OV VD A < EE 


因此 
PIV fo D1 


让 一 工 


故 级 数 
SIV ~ rcz)] 


收 敏 ,由 人 重 比 尼 定 理 ( 见 夏 道 行 等 编 k 实 变 函 数论 与 证 函 分 析 ( 上 站 》 
P226 定理 8) 得 .级 数 


3 


[EC — fr)] 
mn 二] 


在 Les* 的 上 几乎 处 处 收 级 ,于 是 几乎 妊 处 有 
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lim[L CVC) — fir) = 0, 


即 EV 一 lim/ sx) a.e 于 [a ,s]. 


让 rz 一 十 Pr， 各 ViCP320, 得 


EV = Iceylae 于 fa 的， 


[5.87] 设 F(x) 为 [a;5]J 上 的 全 连续 函数 ,证明 
[Feld = Veh). 
证 ”对 Ea,6] 作 任意 分 划 : 
Gr， 
由 于 fz) 为 [a,5] 上 全 连续 和 函数 , 故 六 (xz) 是 可 积 函 数 , 于 是 


Sy fer) 一 f(x, 1)| = > {rdzr 
+ 二 1 1 一 上 


i=] 


< > ,， | 疡 Ce) 1dz 扫 : | IF Cry ldr. 


由 分 划 的 任意 性 得 到 
CO < | Ifo) haz. 
下 面 证 明 相反 的 不 等 式 . 


设 ST) = DCX =]， 


其 中 Cl 或 Ci 一 一 1， 
xs | 7 EL] 
“ 9- 工区 Er ly 

出 


加 9 T 
[sor 《 工 )d 一 cf fr)dx 
“ "二 1 工 - 下 


< >3 ef 六 Cr?qz| 一 | 三 endz| 


了 一 上 
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£1) 


一 人 Ar) 一 fOr VC. 
1， -1 
对 于 六 《r) ,存在 一 列 阶梯 鸭 数 o,《+) ,使 
im of 之》 一 FCry. 
必 耳 数 Stry; 


1, gtr 0 时 
SC -i 忆 
— 1. JT.) no 时 
则 由 上 知 
Ser Crydr Ve. 
但是 {S.C Cr 在 [as8] 上 几乎 处 妈 届 各 于 1 六 Cr), 和 且 
Ser PtzrlslPerl 由 项 员 格 控 制 站 和 仇 定 理 有 
ir en la = limf S07 Cdr < Von). C2) 
综合 (1) ,C2) 妈 得 
fifeniar = 到 CD 
[Ls.88] 车 7fr) 在 [oo 5 上 为 绝对 连续 函数 ,上 且 凡 乎 处 处 存 


在 非 机 导数 , 则 A772 为 增 函 数 - 
证 因 /x) 在 [a,b 上 绝对 连 继 ,所 以 对 [u,b5j 上 的 任意 两 点 


ras 有 tr) fr) 三 (dz 六 下 于 户 人 (30use 于 瑟 ， 
所 以 
fix} Oo— fr) 一 fr Ceyde > | odx 一 口 ， 

即 Aer) 2 Ar ), 

所 以 了 (zz) 为 [as5] 上 的 增 函 数 . 

[5. 89] 设 Arz7> 为 [ev pl 上 的 单 增 函 数 . 盐 值 域 在 
[fa ,6 中 向 密 , 则 rz) 为 [up 上 的 连续 丽 数 . 

证 ” 假 诈 rc) 不 是 [a,6 上 的 连续 函数 , 则 存在 roE [4.51， 
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使 (zr) 在 xo 处 不 连续 .因此 必 有 
FTra 一 0 天 Fro 十 D)， 
[《 当 ro 二 #0) 一 /la); 当 一 时 ,Fm 十 0) 一 /站 (58)) ,由 
tr) 的 单调 性 ,Cz) 不 取 区 加 Ctro 一 0), 了 txzo 十 0)) 中 的 任何 值 ， 
但 
CFEro— OF fro dT 0 CC [LFAla), fey], 
比 与 (rz) 的 值 域 在 [fCa) ,05) 1 中 秽 窗 子 盾 ;所 以 ,fix) 为 [a,5] 
上 的 连续 函数 . 
[5. 901 当 区 间 [a,#]j 上 的 避 数 f(r) 满足 条 件 
[Fr 一 Fe Mr rc Cr 0), 
则 称 ftx) 满 中 a 阶 李 普 希 兹 条件. 
试 证 ,车 Cr 在 La4a:5] 上 满足 ae>>1 阶 的 李 普 希 慈 条件 . 则 
te) 在 Las58] 上 为 常数 . 
证 对 任意 xE[La,51, 将 La.xjn 等 分 : 
全 二 0 


TT 全 二 12 


由 于 jx) 满足 am1 阶 的 李 普 需 蓝 条 件 , 故 有 正 数 AM ,使 
[Fem CO Fer | ailzr 一 xl 1 
从 而 
[Fz Ma = | fx) — Fre) 


Nf) 一 ACr | 
是 一 上 


< Da 六 


页 == 卫 业 一 1 


Til" 
ni 


a 
[Es -2| MM 


如 


上 述 不 等 式 对 任意 自然 数 都 成 立 ,注意 到 ae>1, 故 得 


人 二 [fon ~ fnWIEM.: EF 0 CH oo0), 


本 一 上 


一 fp- 


{ral 


a 
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所 以 Cr) 一 Ca) 
由 z 的 任意 性 知 ,/(r) 三 a) yy 即 Fr) 为 [ab 上 的 常量 画 


数 . 
[5.91] 画 数 /(x}) 在 La,5J 上 满足 李 普 希冀 条 件 的 充 世 条 件 


是 :YD0,3 5>0, 使 对 [a:5j 上 任何 一 族 开 区 闻 {(a.; 思 3}， 只 
要 祁 ) (6. 一 a.) <6, 便 有 
BAB) 一 Ce < 


证 必要 性 设 了 (rz) 在 La:58]J 上 满足 李 普 希 兹 条 导 , 则 存在 
M0, 使 对 YY isr"E [ab 有 
[iz — A EE Mix" zx], 
从 而 对 [#585jJ 上 任何 开 区 闻 {a.; 刀 ) 有 
1 fa) 一 二 | 


襄 对 Le,5j 的 任何 开 区 闻 族 {ta.:5.)), 具 可 对 任何 e 汪 0,8 一 启 
当 之 ; (6 一 azJ<<B 时 ,就 有 
f(b.) 一 xc)1 所 DA 一 sr <aM8 一 1 训 一 。 
充分 性 ” 依 题 意 , 对 给 定 的 名 0 存在 9320. 使 对 [po] 上 任 
何 开 区 间 族 (am)} ,只 要 这 (6. 一 9.)<<5, 就 有 
D1 一 /tad)| < Cx) 


取 M 一 侍 , 即 em 一 >0, 对 任意 x oz [a5j] ,不 航 设 涝 二 


Ci》 车" 一 x 二 5, 则 可 取 自 然 数 和 NN 守 1, 使 


FT NG 2) < 8, 


如 
人 ， 他 
aN ~ Xn 
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由 5* ) 式 知 


了 
NGro fr ) | em Sr. 
[i 
Lrcexzo fr)| Me: 3 Mr el. 
GD 若 x27 一 4' 尘 6; 则 可 取 自 然 数 入, 使 
合 xT 
到 Fr < 本 
即 
Ne. 


再 把 区 阿 [ 呈 ,zz 四 人 作 和 N 等 分 , 设 分 点 为 
和 一 Fo ETa 


则 
Cr 1 
则 由 《+ ) 式 知 
[Firiy 一 yz ie (下 一 1 2 
从 而 ， ~ 
[FY Fr) | Dm) 一 了 Cre 1) 
上 二 1 
ny 
< Ne 
上 二 1】 2 


因此 ,不 论 何 种 情况 ,都 有 
[fz Fer) Mr" zx'|，, 

即 关 xz) 在 La,58] 上 满足 李 普 希冀 条件 . 

Ls, 92] 证 明 : 区 间 [a,5] 上 的 函数 f(z) 满 足 李 普 希 兹 条件 

Hz) Cr) 和 azf|zil zs) 下 1， EE [a ,如 ] 

等 价 于 f(x) 为 有 界 可 测评 数 的 不 定 积分 ， 

证 “一 >” 设 fz) 满足 李 普 希 慈 条件, 则 大 Cz) 为 绝对 连续 
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函数 , 故 /(1) 可 表 为 [a,5] 上 某 个 可 积 函 数 的 不 定 积分 (当然 为 可 
测 函 数 ?, 设 
fry 一 [fF ear + fay, 
下 面 证 明 广 Cz3 是 有 界 栈 数 即 可 . 
由 李 普 希 慈 条件 ,对 任何 可 微分 的 点 zE fasb1], 当 工 十 所 


Fe ,的 时 有 
Cr 十 由 /Mir+A)— I~ M+ |hi, 


[a 
fr 二 > 二 FET) | mM. 
出 此 本 知 
Lim (A) 一 7Cz) [= a 
| k | 一 “ 
即 [Fr| EM. 


“< 一 ”如 果 /tx) 是 某 个 有 和 界 可 测 孙 数 的 不 定 积 分 , 设 
Cr) 一 | ecod: 十 ce. 


其 中 gt7T) 是 有 和 界 本 济 沿 数 , 设 Tetr)| 志 AM; 则 对 Xis TE Lapl 
有 


Fr Co fir) 一 [gear 一 [aca 
一 [jaa 


即 zxz)? 满 足 李 普 希 兹 条 件 . 
[s.93] 设 
1 


1 + zsin 二， 工人 0 
1. T= 0 


< le ld < Ml — zl. 


由 gz) 作 西数 /tr ; 
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| XT 工 六 人 0 
f(T) 
一 Vv rr). TD 
问 Ar 在 一 0 处 导数 是 理 存 在 ? 
解 ” 当 xz 汪 0 时 ， 
1 二 -rsin 1 
工 


Fry 一 CO) Tr pry 
TC 一心 和 六 wr 


一 一 十 ce (x 0+), 


当 <D ET， 
OD AO ~ Yr WA ror) 
TT 一 区 一 沁 
1 十 zsin 二 
二 一 一 Cr 0 ). 


所 以 ,Ar 在 .一 的 左右 导数 都 存在 且 同 时 为 十 cc 因此 ,7Cc) 
在 江 一 0 处 导数 存在 , 且 (0) 一 十 ot 在 广义 极限 意 光 下). 

[5s.94] 设 开 区 间 上 的 两 个 单调 增加 函数 , 若 在 一 个 向 窗子 
集 上 相等 , 则 它们 上 其 有 有 相 税 的 可 币 分 点 ， 

证 设 fCr}y,gCr) 是 (a,5》) 上 的 单调 增加 函数 ,EF 为 Ca) 的 
一 个 稠密 子 集 . 且 在 上 车 有 f(r) 一 gr), 

设 弄 扎 ta:8) 是 x7} 的 可 微分 点 ; 旭 对 任何 x 一 zo 痢 有 


lim LD 二 4 (为 有 限 数 } 


+ — 4o 
特别 当 了 后 的 时 ,有 
lim LOO x) lim ECT fOr) -全 《17 
rh TT po Tr Oo Ta 
2E 工本 所 


下 面 证 明 /zo) 一 Crv)， 
两 反 证 法 , 若 To) 了 BCro) ,不 妨 设 /fron (fr) 
&kroy 时 :可 类 似 证 明 ). 由 于 Ar) ,gtx) 单 调 增 加 , 且 有 
lim g C7) 一 lim /tCr) = /ro). 


n 
+EE EL 
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起 出 eo 二 0, 0, 0TH IEE NH, 


2 
一 fro) 
有 fry To) 一 上 (zy To) < er ee, 


二 ECrn) 二 Cn) ， 
2gty) < gro) 十 -Cro)， 
因 zeEENH gtr)= /tr Bi 
2gtT) = fT) gr) < ECTo) + fro), 
(ET < (zol fT) 一 (ro 下 
由 于 A 人 7} 一 A/T9) 池 0( 本 I 六 To ,所 以 
HTY A gx) 一 EF) 一 -Cr RET). 
有 妈 当 汪 zo 时 ,有 g(r)}<g(ro) 与 g(xz) 单 调 增 却 巴 盾 . 


即 BI) 


所 以 flix) = glo). 
故 由 (i132 有 
lim ELTY Oo HE) 和 C2) 
rr TT Io 
二 名 加 
再 证 对 尾 何 工 有 
lim ELT) — BCXo) 一 4 


二 ~- -Co 


Br gro) 


首先 证 明 lim A 


二 


由 于 玉 在 ta 如 中 币 密 ; 故 对 六 To 可 取 T1414Ts 七 亡 , 和 便 xo 二 底 1 
rrr rr 
宙 gt7T) 的 单调 性 有 

ETI) ECTY EE EUA2), 

即 有 

BT) — ECTo) EUT) 一 站 人 ro) ES BCT) — glro). 
由 于 一 zo 字 人 ;所 以 有 

BLT) RCTo) -< 一 全 (ET ECTo) < Bx) 一 icp 


TO Xa 六 一 工 g 字 一 - 二 0 
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即 


TO CT) HET) 一 HtTo) 
= 二 
TO .ra 1 一 -ro 二 Ty 
< (TIT) 一 To) 。 TE To (3) 
i -I 
由 于 
了 3 Se -ra T 
1 全 区 Xi 1 二 守 二 
| Cr THY 
三 了 一 总 0 a 
To Tl 
1 六 二 二 廊 1 To 
1 ry 
并 -一 ro 
所 以 有 
lim Eo ,im 研一 全 一 C4) 
rt 补 一 Te mt a 


由 于 zs 一 xo 时 有 一 Xo 和 zx 一 Xo 所 以 由 C2),C4) 有 


lim TI, ECT) 一 号 Ko 
i To Xo 光一 To 
Ee 
= lim i 一 Yo 。jlim BCTD) 一 全 Cro) 1 .4 一 4， 
+ 宙 一 人 十 1 一 du 
Tn 人 Fn 
| 三 具 
1 BCEra) — gro) Ts — Xo 
To Ta Tp 工 To 
EE 
一 lim CT) BCxwo) lim Ya To 1- 和 
st Te To 2 工 一 0 
Ts 帮 二 
由 (3) 及 极限 的 夹带 定理 有 
Lim gC) Oo— gCxon) lim Er) 一 gtro) a 
Ty TT Xo Ter To 
ek “ 
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EC EL) 


Tr 


类 似 可 以 证 得 lim 


Th 


所 以 


LETI CO ECT a 


Xo 


liir 


即 < 一 -ru 是 gC 的 可 稚 分 点 . 

同 理 可 证 gtrl 的 可 微分 点 也 是 7} 的 可 微分 点 :所 以 Cr) 
与 tx 具有 相同 的 可 微分 点 - 

[5.95] 设 对 任何 关 Cr) 是 [ee5 上 的 增 函 数 , 且 在 [ao] 
上 处 处 收 颌 于 连续 锣 数 上 xz) 贴 收 化 是 一 致 收 侯 . 

证 ” 依 题 意 ,大 Cr) 在 [aa,2j 上 连续 , 故 一 致 连续 ,因此 对 W ee 
0.3 Br0, 当 | 一 -< 人 时 ,1.7z 一 ACz1 坪 言 , 故 可 在 [ab 
二 插入 分 点 

He oT 下， 
将 La,5j 分 成 个 小 区 间 ,使 max { EE 
"人 EE Crs_1s x CA 一 2 I7) 均 有 
[fr fy < 二. 


及 ft 在 每 个 分 点 内 处 收 襄 , 即 
lim /fC ) = fT) (E02 1}, 


故 对 上 述 s>0, 存 在 和 NN 一 0, 使 当 : 字 时 ,有 
fr 一 fr | < 训 Ck = 0.1, 2 ,mn). 


对 任何 所 Dabj,z 必 属于 某 个 小 区 间 Er ss Bh x 1 
sm 注意 到 /CCz) 为 增 画 数 且 收敛 于 Cr) ,可知 fr) 也 汶 增 钞 
数 , 且 对 每 个 E[La 人 ,有 六 CrDsSzGr) ,从 而 次 

Pm fr Mr Ef fx) 

< 一 一 Fe 
5 

Mr DD fr Dr fx, iI) 
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了 一 Cr 一 [Cars 一 A ray] 二 LA tr) 一 Ce iD 


后 E 


一 喜 十 于 一 
把 
rr ET fx) Er FT) 一 -Cn 
> 一 训 一 襄 一 一 。 
由 < x* ) 式 得 
一 上 < Cr 一 CT) < 
邵 fr fn) < 


这 说 明 放 Cr) 在 La,5j 上 一 致 收 襄 于 f(x). 
[5.96]」] 设 六 x) 是 [a,2Jj 上 上 的 单调 明 数 , 当 把 它 的 不 连续 点 
的 值 修 改 成 右 连 镍 (或 左 连续 ) 时 ,所 得 的 画 数 记 为 / (x), 证明 ， 
fCx) JX) 具有 相间 的 可 导 点 < 具有 有 限 叶 数 的 点 ). 
证 ”不妨 很 设 xr) 为 [a,58j] 上 的 单 增 函数 , 设 ro 为 tz) 的 
订 世 点 ; 则 对 YY Ee 汪 0,3 导 8 汪 0; 尖 |z 一 zol 过 时 ,有 
| -一 fro) 


了 一 Xo 


I (xo | < 


对 和 任何 固定 的 了 各 (《zro 一 人 :ro 十 G)， 设 工 是 Ar) 的 不 连续 点 ， 
但 取 上 0 使 了 < 二 nt, 当然 也 有 


Fir hk) ~ flro) 
Cr A} zh 


现 令 ->07 ,并 设 lim (zx 十 有 2 二 了 JCX) 存 在 ( 即 修 收 Ac) 的 不 连续 


点 成 右 连续 } ,由 规定 知 
Fim fT) r= fr) = Tr), 


hd 


for |<e 


由 得 
flr 十 0 一 /ro) 
1 TT .ro 
固 可 导 点 为 Fzy 的 连续 点 .由 规定 知 fi 一 了 ro) 所 已 (1) 式 
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Fr) < E- 1) 


印 为 
FOr 一 Fra) rx) | es. 


i 


这 说 明 /Cr 在 zo 如 可 导 , 且 
ir) = Cr ). 

其 次 设 zo 为 了 了 (7) 的 可 导 点 ;再 把 7 了 tr) 的 不 连 继 点 粹 改 成 左 
连续 所 得 的 函数 记 为 了 (Ce), 仿 上 讨论 ,了 了 (x) 在 xo 处 可 导 , 且 
Fr Cr0) 7 Cro). 

由 不 等 式 
F cry 一 了 (rn FD Fr) TO 一 7Kzo 


Ta ~ 
工 一 To 定 Xp 开 一 芝 p 


并 注意 F(z0o) 二 fro) 一 了 (Cro) 《ze 为 f(r) 的 连续 点 ), 即 得 7x》 
在 re 处 可 导 , 且 .PCzo) 一 疡 Czo). 

综 上 所 述 ,A(Cr) 与 了 (x) 有 相同 的 可 导 点 . 

[5.97] 设 玉 为 直线 上 的 零 测 集 , 试 作 一 直线 上 单调 增加 本 
数 , 使 得 当 x4EE 时 , 广 (x}== 十 oo. 

解 ” 因 mE 一 0, 所 以 ,对 ¥ n': 可 作 开 集 G,: 使 得 


G. 二 志 , mG, 二 去， 


令 
ACT 一 Te MN ~ 00 x1}. 
由 于 1! 芝 zw 时 ,GN 门 ( 一 00 ,路 守 (GN 门 ( 一 0o0zTz] 元 f(x) 为 
非 负 的 单 增 打数 , 男 外 当 IT, 二 zx 时 ， 
六 (CT ro) = mG NN) 《ro EE Mr TI = x To, 

当 计时 ;类似 地 有 让 (re? 一 让 (zr) 和 zo 一 zx, 于 是 对 YW 5 
0 ;3 oe, 当 Ir ro 时) | < 

故 六) 还 是 连续 国 数 . 并 且 对 任 一 工 生 民 一 (一 ce 十 cc)， 

0 mG 到 击 . 
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当 
心 


fr 一 Df ry 
n= 


由 于 级 数 之 1f.4r) 有 收 争 的 优 级 数 之 7 页, 所 以 ,组 数 之 //.(z) 为 
钨 对 一- 获 收 融 缓 数 , 从 而 .Cr 为 非 负 连续 的 单 增 琐 数 . 
设 To 全 CG: 那么 ， 当 由 2 站 充 人 小时， 区 间 上 zo;zo 十 请 j( 或 
Lz 一 天 ;工人 滞 于 菜 个 GG 之 中 ， 即 (Crzoyzro 十 上 CC 欠 而 
mt 门 【zroyre + RIY = pros ro + A) = h. 


于 是 
A ro 十 下) 一 ma {Cr, 广 专 一 - ce ,Tod) ti 《Cs 站 To» To 十 下 ?> 
一 /人 ze) 十 下 
所 以 


.Ko 十 A》 一 fro) 
一 1. 


对 每 个 自然 数 入 , 当 有 >0 充分 小 时 ,总 有 Exosro 十 及 CG， 
firo 十 友 ) FC 0 Ft o 十 点 》 一 no 
| 工 2 工 = S) 证 >》 一 .六 Czo) 


丘 


得 一 1 


一 NN. 


nA 
令 0 全 得 . 疡 (zo) 一 十 co. 

由 zo 的 任意 性 :在 互 上 恒 肥 Pr 一 十 ce. 

ES. 98j 设 画 数 cx) 在 Ca,5] 上 几乎 外 外 有 有 限 导 数 , 证 明 
对 任 柯 80, 必 存在 可 测 集 EsCEa,bj,m (ta, dik) ,使 得 
对 任何 s 0, 都 存在 7>0, 对 一 切 +E Es,yzx' ELae.6], 当 |x 一 z'|< 
下 时 ,成 立 


-> > | TA) 一 fCro) 


n=1 


LRT Pen oe 


I 
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er = -二 十 2 一 TY 


由 题 设 知 
lim -CE 十 号 一 A) -- er a.e 于 [Lat], 


tro 


Ea 
lim/ Cre} = FT) de La,sj. 
tO 
腾 数 烈 {f, ,使 ,0; 令 
fr 一 sup Mrstdhs tir) = nf f(r,t), 
0 二 | 上 | 所 A Ta rl 


击 于 lm tr A fc) ae 于 fo, 故 
limg, (Cr = fr) a.e 于 la,bj, 
limf, (7) = Fr a.e 于 [Tat]. 

由 时 黑 诺 夫 定理 , 对 Y 55>0, 存 在 可 测 集 巨 s 一 [fa ,5]， 
maj 一 下 :二 ,在 Ea 于 gf 一 到 收 总 于 户 (r2 六 (xz 一 琢 
站 化 于 六 (z). 

即 Yem>>0 习 六 全 0 当 呈 衬 扩 时 ,对 一 切 xz 扎 Ks 有 

jgstzy 一 .morey iptzry 一 more 
由 于 
RT = mf fx SE fT SUP Tt) = gr) 
[| 
所 以 , 对 一 切 IEEEs 太 财 一 团 + ,| 技 ff 天 0;, 当 nN 时 ,有 
lfrsty — fri < 

外 于 Rosa 即 存 在 30， 对 一 切 zx 各 再 sr 入 [ep5]， 当 

[z 一定 < 了 了 时， 就 有 
FY fr’) 


工 一 工 " 


[5. 991 设 70r? 是 [aoj 上 的 可 积 画 数 ,证 明 凡 乎 处 处 成 立 


一 .并 (了 | < 


-- 1 二 和 > 
lim 去 | 本 EFT) flr dr = D， 


而 一 四 
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其 中 hi, 上 2 非 负 , 且 丰 一 丘 征用;: 
证 因为 对 ea 一 0 在 


二 好 c ad 一 Pr 
a {a + Ha? 
过 c+ ad 一 pe 
让 玄 十 卡 (ai) 
旅 当 ad 站 be 时 有 
c C 十 过 过 
Faro oD- 


当 add bc 时 有 


c+d cd ， 、 
即 < 二 和 总 为 二 与 各 之 问 的 数 ,所 以 ,不 妨 设 
下 | ” Her 一 Aro ld 
1 ro— kl 
1 zo 十 Fy 
二 | fx) fro ldr 
去 直人 “1er ~ fr ld (x) 
六 = I ? 
因此 ,只 要 证 明 
lim 工人 [Fery 一 ”Cazolldr 一品 ， 
租 一 口 上 


lim 到 人， | Fery 一 rraoyjldz 一 0， 
几乎 姓 好 成 立 就 行 了 . 

下 面 只 证 前 一 个 式 子 ,后 -- 等 式 的 证 明 完 全 相仿 . 

设 训 soo: 为 有 理 数 全 体 , 由 于 Fr) 为 [Las8] 上 的 可 积 
洱 数 , 故 令 

FCr) 一 I [Fe — rd, 

则 | Fr Labj. 记 
= 335 +* 


五 , = {rm ed) | rd EE babl}, 
则 EE 一 上 0. 记 
E— SE,, 
"= 1 
那 旋 i 二 0、 
再 证 To 所 [a ,| 一 下 ,对 宁 > 和, 习 r, ,使 


[Cro》 一 ”1 把 可 《1》 


国 z 蕊 五 ,所 以 ,Cr 在 处 有 学 次: 下 
Fn) = | Cr ~— .|. 
因此 ,对 上 述 的 6 汪 0,3 6 汪 0, 当 <2 时， 


Fitxe + hy — FCro) 
| Te 2 cr -|| 过 三， 
即 
0 十 由 
en nd fe nl 
大 市 由 (C1) ,C2) 现 式 得 : 
Tn 十 三 
0 过 Fer) 一 cryldr 
1 十 此 
< df mitt lf — rd 
1 十 六 . 
一 (jj- fry 一 -dz 一 ez- |) 
二 21 f(r0) — | 
它 2E 
< 了 十 3 = EE. 
所 以 


wnt+ 丰 
lim [fa — fro}ldr 一 0. 


由 zoEELasbj 一 二 的 任意 性 及 束 {[a,4j 一 所 } 一 一 a 就 得 到 在 
[ae ,6 上 几乎 处 浆 有 
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lim a [Fery 一 ftir)ldr=0 
hr 


同 理 可 证 
lim 大 站， {Cry 一 Cro71dz 一 0， 


由 Cx ) 式 即 知 
lim 于 全， “ea — ftir) ldr = 0. 


Ls. 100] 设 /Cz 在 [4,6] 上 满足 下 面条 件 ; 对 任何 PE 
XX 1 总 有 
Cr] 一 Ti) 二 Fr 一 Fra) 


一 一 一 -一 
I 区 上 | 9 Ta 


和 


称 这 种 评 数 为 向 上 局 消 数 . 

《1 证明, f(T) 在 ta,5) 内 连续 ; 记 让 1x) 一 DT f(z) 证明: 
六 Hz 是 at 内 的 单调 增加 画 数 . 

《2 证 明 :rz 是 Ca 内 任 一 阅 区 间 上 的 绝对 连续 画 数 ， 

证 《1 对 Y aT 
有 Ts FT OT Xs 0, 

Crs 一 TD 十 《za 一 了 一 工 一 工交， 

故 由 15. 899] 开 头 的 推导 知 

Fr Cr) 2 在 一 Ce S27) 一 Ce) 之 间 . 不 妨 设 


工 3 一 .1 了 2 一 全 1 yA 


Fx) 一 .CT < a) 一 fr) 了 Cr) — fra) (x#) 


2 | 24™ TI 和 Ts Ts 
令 rz 一 ,得 到 
D+ f(x) Am) AD) 一 二 oo. 
< 1 


再 令 rs 一 zi 得 到 
万 ”Te ED Try. 
但 是 
* 337 + 


D* fOr) oe Dr Hr), 
所 典 
D* ffir}y = DD friy. 
瑞 此 ,对 站 工 生 Lava rir) 在 过 处 的 右 导 效 存 在 号 有 限 , 却 
六 re 站 在 且 有 限 . 同 理 ,对 吕 .rr 和 artD) 在 守 处 的 左 导 数 
存在 且 有 限 , 即 上 六 -kz 存在 旦 有 限 , 并 且 对 Y TE tas58), 有 
一 oo 十 
油 于 Fr 在 Eco6b 外 的 左 、 右 导数 皆 存 在 且 有 限 . 所 以 
7 了 CCz)? 外 < 处 既 左 连续 , 且 右 连续 ,因此 Ar) 在 > 处 连续 . 即 _.Czy》 
为 ar 上 的 连续 画 数 - 
其 次 由 (+ 上 7) 式 知 , DY (Cr) 入口 fr 而 DD f(x) 捞 
站 + za 因此 癌 1 f(r 所 DTArsy(r 过 xs), 即 有 
+》 六 Ca) 
所 以 产 + tT) 是 单调 增加 号 数 . 
C22 证明 f(z) 在 Ca, 内 任 一 了 区 辣 Le,aA1 上 上 为 绝对 连续 函 


数 ， 
国光 对 过 之 TT 之 Ad 由 (x) 式 有 
ACT) Alc) < cs > 一 fry {7s > 一 zi 
Te Fa .Za XL 
HT RD) FD fr fad) f(r) 
和 ”1 = fo Er < Oo 工 z ” 
芍 
CT fy TD) fr dD Fr) 
Tc Ta 一 1 = FO— Zz 
由 此 知 
fF EA 六 
Te 
所 以 
| yA 
人 | 二 maxCLA Ke ed 和 一直， 
! 2 1 
Bh 
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{ray 一 了 Cr ss 是 [Ta 一 全 
故 Fez)y 在 fcsd] 上 满足 李 普 希 兹 条件 ,所 以 xz 在 [cz 上 为 绝 
对 连续 晒 数 5 所 题 后 注 ). 
但 rr) 在 Le,5] 上 并 非 是 绝对 连 钴 通 数 . 


如 取 函 数 .rr 如下: 
0. 0 寺 工 过 1 


fCry 一 
i. 之 一 工 

易 知 /Cz) 满 是 题 中 所 述 条 件 , 但 f(z) 在 [0,1] 上 不 连续 ,所 以 ， 
/不 是 绝对 连续 函数 . 

注 车 Kxz) 满 足 李 普 希 兹 条件, 则 rz) 为 绝对 连续 函数 . 

事实 上 , 设 

Ler 一 Fer | MI |, 
对 Y e>0, 取 5 一 站 :这 时 对 任何 区 间 列 {tasp)) ,只 要 这) (6. 一.) 
<86;, 由 李 普 希 慈 条件 知 , 总 有 
DBD 一 Fas DIMG, 一 ac) 


一 Mt 人 (一 人 


所 以 ,zx) 汶 怨 对 连续 晒 数 . 
[5. 101J] 对 于 可 测 集 吾 , 定 久 
lim ?本 (To 一 可 To 二 BY 
二- 2 全 
为 五 在 zo 的 密度 , 试 证 明 , 几 平 对 所 有 的 E 站 ,五 的 密度 为 1, 所 
乎 对 所 有 的 二 筷 瑟 ,五 的 密 麻 为 0， 
证 ki 先 证 区 之 十 oo 的 情形 . 
设 线段 [ae,Bj 含 于 区 ,又 设 a 一 2 一 1,65 二 8B 十 1, 则 当 xEE,E 
歌 0< Bcl 时 ,有 


Cr 一 人 rr 十 全) 性 Tc]- 
由 设 060 所 以 以 下 取 0 一 -1 
作 点 集 五 的 特征 郴 数 
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1 >» 工 世 五 
D0, TE atl—E 
则 xzztx) 尖 非 信 有 界 可 测 阴 数 , 因 而 可 积 . 令 
fr) 一 | recpde， 

加 ACz 为 一 林 积 陋 数 的 不 定 积分 , 故 为 全 连续 获 数 ,县 六 (xz) 一 
Yat-P 于 [at, 即 几乎 对 所 有 的 工 筷 已 .有 六 Cr 一 1 几乎 对 所 
有 的 7+EEE, 有 (x) 一 0. 

则 对 于 [a:5l 中 ,， 产 Cr) 存 在 的 点 ,车 后天. 则 


TET 一 | 


Un AZ 十 及 一 Ar m/f py 
二 -= 广 他 二- 他 _ 
上 生 而 
Aro 一 Ar 一 分 ) 
lim 下 
Fr fr .7FCz) fr 一 个 ) 
lim 25 + lim 茹 一 
1 工 
一 壮 十 立 一 1. 
但 
填写 ) 一 上 Cr 一 他 
一 { Et 一 1 dz 
了 EN Br4 6) 
一 mE(r— dr 人 o}, 
所 以 
lim "EEC Oa] jm /Ft fr 


Sr 2 他 SD 2 全 
故 对 于 互 中 凡 乎 所 有 的 点 .其 密度 为 1. 
但 对 于 荆 考 , 且 户 (Czry 存 在 的 点 之 上 ， 
FT) = rT) 一 
即 


Er 十 他) 一 flr) lim HE FO 


于 一 
jm lim o. 
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所 以 


rt /rd) 0 


lim 


下 下 28 
但 
二 
ft/ = | dt 
一 jdr = mENM (rm— 8,r+ 0)] 
EE 全 十 中 
= 2 下 [rar 和 《rr 一人, 工 十 全) 
所 以 
lim mE[ro Cro EE {《 工 一 中 , 工 十 }] 
BD 2 全 
一 1im FT 十) 一 Fr 一 仓 ) 一 0 
他 一 2 


妈 几 乎 对 所 有 前 x+ 它 世 ,E 的 密度 为 0. 
《ii》 当 和 五 一 下 <o 时 , 取 五 :一 瑟 门 1 十 1]. 风 
十 < 
E= 全 本， 
由 (0 知 , 在 每 个 五: 上 ,几乎 对 所 有 的 r+ 所 玉 ,CE, 有 
mEtr— 人 dr 人 do) 


lirm 25 i, 
几乎 对 所 有 的 和 五: 有 

上 mE tr dO, 

Lom = QO. 


EE 之 全 
因此 在 5 一 后 ,十 co) 上 儿 平 对 所 有 > 福 各 五 , 匹 的 密度 为 1. 几乎 
对 所 有 了 所 五 有 ,天 的 密度 为 0. 
[5.102] 设 y( 昌 是 [La] 上 上 几乎 处 处 有 界 的 可 测 责 数 , 又 


Y(t) 一 ] >codz， 


则 
sup | YC) — Ye 2 1 一 


re feb]] ft 


一 sup css | vry|. 
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其 中 


sup ess |yt2)| = inf sop JyC)l. 
Le 二 


m=0 


证 sup ess|ytt}|— inf DB | | ， 


由 下 访 界 定义 知 ,对 Y 6 = 二 Cn 一 1,2,… 
+ 使 


sap ， | < sup Css | ytt)y| - 
FE [et] 


1 
失 


a 
作 E>E, ;| m0, 且 EE 所 Ex 


2 ECE,H mE, 


{n= 11,2,-.…) 


sup ess |y(2)| <S op yn) | 
[ET :©[ 


1 
寺 ,is 中 a 702) 二 sup sy 十 二 
(2 = 1,2,3,.) 
令 n 一 2 时 ,由 极限 的 夹 允 性 得 
FuB ess|y{ry| = sup ， [yy |] C1 
i -0 
YE [a,6], 人 >z", 则 
Ce} yy 
| > 六 :| = Te 一 上 |f yc iae| 
< ye 
= ， | lycey ld 1 
一 二 ye idt 十 本 一 [cz 
CINE I NI E, 
< 0 十 sup yt] 一 2 


加 本 5 
一 于 和 区 
me 


= sup ycyl = sup ess|'ytz) |. 


rE Le 
| =0" 


由 ,2 的 任意 性 知 ， 
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1 这 + ,Tr [a 
sup |! Ye ) 一 2 了 < suUP css| yr) | [ee 
PE La 站 一 上 ! [ud] 


四 


反之 ;因为 一 | ycyarswc) 是 几乎 处 处 有 界 的 可 测 函 数 ， 

因而 yy 是 是 积 销 数 , 砍 Y(t) 是 [a,6] 上 的 绝对 连续 西数 ,是 ¥Y' 人) 
一 ytzya.e 于 ia 划 存 在 子 集 入 C[as58j,mN 一 0, 使 

Tt 一 Yep 于 [ea 一心 . 
即 对 上 E LeasI— NY (oy), 站 BY ELa6], 3 rttn 
co 时 有 

lim EC} 一 2 FC0) = yt). 
因 za 六 一 0, 所 以 [ao 一 o 在 [ao 上 稠密 .所 以 对 Ye [ao 一 
AN 总 可 到 已 和 [ao 一 六 使 六 一-ccyy 悍 
YO YO 


in 0. 
但 
sup [Yt 一 了 人 = | 7 
TE La ft 一 fo 
则 有 


13yG 二 J 站 (Q)| 志 sup 


HE -Mm 


YF) ~ YOY 2 -一 2 |. 


fo 


PO) 一 -| 


< sup 


ET 


但 由 于 土 式 对 Y ztE 6 Ns 成 立 ， 所 以 
Fo) FO) 


sup wl, sup 


EL ee 上 一 
于 是 

sop ess{t)[ = inf xup [y(t)| 

EE 
二 
| YY 

< oy ， 

eR ] > 1 eb Yr 2 Fal TT Fad | (3) 
由 C2),(3) 知 
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TO) — VO") 
SU 二 


一 supessj yeryl|。 
rE ad] tO Tab 了 


七 、 杂 题 
Fs. 103] (C1) 设 Ar) 在 (一 ce 十 co) 上 可 积 , 证 明 


limj| yez 十 天 ) Ar dr 一 0. 
(2) 如 果 fiz) 是 (一 ,十 oo0) 上 甘于 gtr) 昔 贝 烙 一 司 芋 阶 


可 积 卫 数 的 ,上 式 是 特 域 立 ? 
证 (C1) 国 /Cr) 在 (一 oo1 十 oo) 上 可 积 , 当然 /Cry 在 


[a 一 1,5 十 1j] 上 也 可 积 , 破 对 ¥ st 汪 0, 在 Ea 一 1,65 十 11] 上 存在 连续 隔 
数 or， 使 
人 Mee -cryldz 二 三， 

从 而 
fife 一 g(xydr 所 {fen) 一 pr) dr < 瑟 . Cy 
由 于 一 0, 吉 根 制 Ii&| 过 1 时 ,也 有 
{lft 一 T+ yldr 


一 [en 一 pT) dr 


| Ee 
<| ,Az rldr ee 区 


出 于 yt) 在 La 一 1,5 十 1j 上 是 连续 消 数 , 放 plz) 一 致 连续 ,于 是 ， 
存在 62>008< 过 1), 当 [| 之 8 之 1 时 ,对 La: 的 中 一 切 ,由 于 
ir 十 由 ) 一 了 | 一】 站 | < 6， 
故 
[ger 二 A) Cr) | < Er 攻关 关头 了 
于 是 :由 Cx 了.Cx *#) (x+ 关于 并 
| ve 二 Ay fy lder < | ie 42- FY gtr + iyidr 


4 


十 | ee A) gr)|dr + ire) 一 gx) [dz 


二 3 十 有 十 于 一 
即 
lim| 1/ Cr + A /tr)|dr = 0. 
(2 但 对 于 rz 关于 gfzr) 吉 贝 格 一 司 蒋 阶 可 积 时 ,上 式 未 
必 有 成 立 . 
例如 取 
全， < 站 0 工人 0 
g(r) 一 人 二 7 一 1 


可 知 , 存 {! 一 co 十 co 上 fir} 关于 gtx) 可 积 , 有 是 
| Arerpascz) = 0. 
而 对 站 Am 盖 0 


一 中 -< 于 < 扫 月 
fr 十 天 ) 一 Cr) 一 {io 一 


用 基站 或 工 委 一天. 
因 此 


| Ar tA ~ fr ldgtr) 一 1AO (一 0). 
[5. 104] 设 rr) 在 (一 co ,十 ce 上 可 积 , 则 
im| /cx 十 上 一 rcrldar 一 0. 
《即将 是 [15. 103] 中 的 有 限 区 间 推 广 到 无 限 区 间 .》 
证 Ye 半 0, 轩 fz) 在 (一 于, 十 s2) 上 可 积 , 即 
fodr <+ = 
所 以 ,存在 >0, 使 得 


[me [Fry dx < | fe) ldaz 二 上. 


于 是 涩 || 之 ] 时 ,由 题 15. 103] 知 
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请 [Fiz + A fx) |dr < pe 
一 各 


所 以 
ffer 十 上 一 rzyjdr -| - fr + A) — firyldz 


二 | cz 二 和 一 ADidaz 十 [fr hy 一 FFCzr)1dz 


[3 E 
4 十 到 十 二 一 


lim| Acz 二 2 CO fry ldr = 0. 


[s. 105] 证 明 获 晕 一 勒 中 格 引 理 :; 车 /f(x) 在 (一 co, 十 oo) 
上 可 积 , 山 
lim fra} 一 0. 
十 co 
其 中 fay)= 站 -rcoas 《zz 一 一 1). 
证 由 欧 拉 公 式 知 


BE = coser 十 rsinar. 
故 只 须 证 明 
十 ee + 

fim | ,Sinarf Cx)dz 二 0 和 lim eosarf tr)dr — 0. 

et 土 oc go 二 土 2 
记 

十 ce 
了 [Ce — | sinarf/trydr, 

山 


(tar) 一 三 sinarAczydz 一 站 sinkaz 十 地) - 几 > 十 Es 


一 一 全 sinae/| 左 二 - ,| 可 三. 


因此 
+ 请 - 
ZaD7 一 | Sinar/ 《Cd 十 |— | sinezf Ce 十 二 dz | 
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一 [Efren 一 {= 十 于 | Jsinezadz, 
zl7en | fon) 一 /> 十 到 az- 


当 ce 一 士 c 时 , 志 一 0, 故 由 题 F5. 104] 知 ,有 


lim 2|ita}| = 0, 
a 
所 以 lim real 一 lim Sinazf trydr =— OD. 
rr 上 ee rt =- 
同 理 有 
lim 7 cosar ftr)dr =— 0. 
ep 
所 以 


lim f (a) = 0. 


站 二 


[5.106] 设 /kz) 是 (一 co 十 co) 上 的 可 积 函 数 ,证 明 
Fe) 一 emfoae 


ear 


= 3 (+e 
F(x) 一 二 | 


ur 


一 工 
元 1 


证 《ki orazy 一 cz 


Fe 
| eee, =] Ad. 
由 于 对 任意 实数 * 有 
1e ”| = leosa 十 isinal 一 veosia 十 sinsia 一 1， 
所 以 
[ete ~ ee] ro 过 2Fcoo| 
对 ACT 在 (一 co; 十 5o) 上 可 积 ; 所 以 |f(x) | 也 在 (一 coo; 十 co) 下 


可 积 , 百 
limee 一 1) 一 lim[eosttAr) 一 singraAr) 一 1 一 由 
可 


Tr 
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故 庙 勤 贝 格 控制 收 笋 定理 得 ; 
limLAcz + Ar) — fF (Cr)] 


十 cm 
= limn Le- 二 ar) 的 2 


一 一 包 Fr- 一 下 
_- | ”lime [es 1]Fen de 
一 ce 点 r 一 吕 


Fo 
一 [et + lim {eer oo 1 de 
oo ar 


+ 
一 | Od: 一 0, 


即 有 
limf cz + Ar) — fF Cr). 
故 Cx) 在 (一 o0, 十 co) 上 连续 . 
(i) 令 
g(r) 一 [六 lf)de, 


os 一 d 
往 证 fT) Ts Cr). 


由 于 
BELT AT)— g(r 
a 
六 [于 1 e 二 ?ar 
一 上 一 经 一 下 Arc 
二 se pg Ta — 1》 CE 
本 一 i Tr dr, 
sr dr FAT fT 了 
"人 £3 一 | cos 了 十 Aisin 2 ] | eos 经 : isin :7] 
一 2isin 和， 
且 
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.fAT 
sin oa- 本 jas 
lm 
辫 
所 以 有 
et{e- "ss — 1) .zt 
— i TT | 
_ Boar 一 于 FEzD 。 [ce 和】 
—it TT 
一 一 ar | 。 ee 一 e _ Fy 
“ i A 和 TT 
Zs81n 一 | 
一 2 1 | | 
fAT A020)| 


所 以 由 勒 贝 格 控 捍 收 伍 定 理 得 ， 


二 Ar ECT) 
B(x) lm 总 工 


ee 1) fg, 


= lim 


A 一 co 一 1 光世 
时 过 Hr 
mf .fg 
A 4 并 
nr .FAT 
4 2 * Zsin a 
= lim "ead 


一 co AAT fT 
十 只 - 
一 全 ecod 一 fF tr). 
部 


一 Fn -ar 
三 (x) 一 是 scz) 一 加 “一 去 二 /Ce?dr. 


[5. 107] 设 了 (tz) 是 (一 oo, 十 oo) 上 的 复 值 函数 , 自 f(x) 可 
积 ; 证 明 


ge) = | Kxydz 


* 9 * 


在 2& 的 上 半 平 面 { 即 所 ax 人 0) 是 ea 的 连续 画 数 ,并 且 是 = 的 解析 郑 
数 . 

证 ki 由 题 [5. 106] 彻 ,rz) 在 (一 上 ,十 se) 上 连续 ,又 由 题 
55.105] 知 ， 妆 7 一 上 2 有 时 ,fx 0. 

所 以 ,存在 常数 Bo 及 M0, 当 |z|>M 时 有 | 了 /Cx) | 过 8$， 
村 而 ; 当 |z| 半 2M 时 有 

[lewf Cn)| Se fC He amttis,s 0). 

当 了 全 站 时 ,和 直 于 e 在 zzEt0 二 coco) 上 可 积 , 从 而 To~0 


er 在 0 十 ce) 上 可 积 , 这 表明 eta)? 是 在 = 的 上 半 平 面 上 的 函 
数 . 

xi 下 证 gta) 是 连续 函数 . 
由 于 


lata) 一 有 Ca + Aa) | <| I (FI) + Jerr 一 ettae dx 
= [col ter! 一 eerldr， 
当 Ace-0 时 ,1 一 ee 一 0, 由 勤 贝 格 控制 收 伍 定 理 就 得 到 
lim) IF cei + je =: flo eldr 
= fo -dz 一 6 


邑 Time(e 十 am = gia). 


因此 FEfa2 是 的 连续 函数 . 
《iii> 下 证 gf 为 = 的 解析 画 数 . 


设 rz 一 Cry-Hiokz) yes 十 如 CO ， 则 
gCa) 一 | ee {rydr 
ee 
== | e [costr + isintr ]f Crydr 
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一 | [ecosez -二 isintzr] - [utr) + twtr) 四 
bb 
+ 

一 | e“"[aetr)costr — vtr)sintr dx 
Do 


十 二 [ecz)ysintz + TryeostTr ldz. 
名 


要 证 gta) 为 上 半 平 面 的 解析 函数 , 芭 舌 证 ga) 的 实 部 和 丰 部 
满足 柯 西 一 歼 曼 条 件 , 且 实 部 和 虚 部 的 偏 导 效 连 续 . 
对 gta) 的 实 部 


+ 
| e “utcostr — vtr)sintrz ldr 
0 


和 壶 部 
[ee {rsintr 十 vtricostr ldr 


中 


分 别 对 sf 求 导数 ,由 勒 员 格 控制 收 禹 定理 知 , 可 在 积分 导 下 对 ;3,+ 
求 导数 . 
设 Bio 二 gittss) ig tt rs) 


EE » + . 
Ee 2 | 2 Le CulCr)costr — vitr)sintr} Jdr 


0 
十 cm 

一 一 Te “tutr)sintr tt vtrIcostridr, 
0 


el 村 十 = 、 
et 一 [ 总 [eaeGrysintz -二 -teoDsET) Jdx 


二 co 
一 | 一 ze “atr)sintr + v(xr)costr Hr, 
3] 


gs CFs) 一 


4 
| 六 Fe CeCrycosez 一 utrysintr} ldr 


十 = 
一 [ 一 Xe [utr)costrT — vlrysintr dz, 


Egatf ,5) +t a ， 
[ Bite Cur)sintr 十 mr)yeosrzr) Jdr 


下 co 
一 二 Te [LafrDcostzr — vx)sintr Jdr, 
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比较 上 面 西 个 导数 有 
Bit) gat) Bf) _ 
BE 市 ” 半 Bt “ 


即 glo) 满足 柯 西 一 黎 爱 方程 ;所 以 g(ta) 是 9 的 解析 函数 . 
fs5. 108] 设 (x) 在 [as35j 上 可 积 , 证 明 


ly 自 
lim 时 ‘fer) | sinnz |dr = | rear 


ry 


证 (0) 先 证 当 /(7) 二 1 时 结论 成 立 . 
设 7 二 1, 则 
| fe) lsinnz [dx = 于 | |sinnzx ldz 一 [lsineld: 


元 Emon . md A . 
= | lsinz ldz + lsinzldr — | lsinx |dz | 
ZH Ld Bm Bing Bm 


其 中 ?mras 为 两 个 整数 ,县 使 
2 < RG < Ka 二 了 3， 
Za < nd < (29a 十 19 


夏 
0 2 < 2。 站 < ZT < 27, 
所 以 
Ei nod 
1 lsinzx |dz -| lsinzldz| 
Zn Zi 
ne he 
去 | :dz | 1*+drx = nis Oo Bm) 十 《ra — nm) 
了 本 Em 
< 2 27 一 4 <1» 


田 外 , 令 ff 一 (x 一 27murr7/2Cn2 一 17291), 则 
pz 机 人 
| lsinr ldz 一 2 一 ze jsinz |ar 
[9 


imi 
一 dm ~ rn) (C2) 
用 于 
H 一 HG > mr 一 20 小 1)r 一 (ma 一 ?nr 一 1) 
HO na < Ca tT Dr Oo BRT = 2m 一 3 + Yr, 
» 352* 


Bp 


2foay C—O rn oa) < 20rs 一 7 十 1 


和 散 存 在 ,121<1, 伍 
neh a) Oo tm 一 7 + HY A. 
即 


2{fzr。 一 zz + Ir 
于 


百 一 如 一 
因此 ,由 (lf22 酚 式 知 


mre, . 
到 [sinnxz |dx 一 一 | 


了 
一 | 去 [ IsintT ldzr — (6 — a) 


2 一 #1 十 2 


mm 
一 亚信 lsinz]Jdz 一 


(六 lsiazlaz 一 4C772 一 mm)] 2 | 


ne my 
| lsinzx |dz -| : lsinzldz] 一 2z8| 
了 2m0 村 有 


工 
2n 
去 | 
2 
去 | 
Zn 
Er 


2n “ 


2a 2n0 


nm n 


= 


一 经 cr 二 2 一 0 Cn 一 一 coco 


即 有 
lim Ff isinnzlaz a= fi * dx, 


于 2 
所 以 当 .六 了 1 时 ,等 式 成 立 ， 
《ii 再 证 当 了 (zr) 为 简单 函数 时 ,结论 丰 立 . 


rh He 
| sinz |dz -| lsinzldz] 2 | 
my 是 ZI rt 


若 fC) 为 简单 函数 , 即 有 [a,6] 一 之 jE., 其 中 忆 为 互 不 相交 


的 区 和 间 , 月 在 每 个 下 上 /tx) 取 常数 a ,那么 
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了 
lim 亚信 fir) lsinazldz = [fcrydr. 


Nt 


事实 上 , 设 五 ;一 《Ac rd Cteyd) 为 闭 区 间 * 开 区 间或 半 开 区 辕 ) 


， 二 
一 wnmE,, 
1 
由 ) 式 知 
T fa 
到 | [sinnz dz 一 《2 一 ce 《一 oo). 


所 以 


hh 
lim 3 Fr) |sinnz ldz 


生 
= lim > Fry |sinnr ldr 
Hm ti 


Ls zf 
-一 >, lim 至 | “fr) lsinnz |dx 


rd 
本 

一 Djald, — C= Dj an{E;) 
el j=1 


一 [fordz. 


Cii》 当 了 (Tz) 为 一 般 可 积 函 数 时 ,存在 [a,5] 上 的 一 列 简 单 函 
数 Cr) ,使 limgntx) 一 f(z) ,县 


lim | mcz)dz = {fcrydz. 
困 此 ,.yY s>0, 取 充分 大 的 和 ,全 
二 er — pr) dr < 
对 于 ou(z) ,由 (i 知 ; 存 在 N>>0, 当 n>N 时 有 
[ 8dr 一 三 | oz) [sinnx [dx | < e. 
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于 是 


| 至 rz) jsinmrldz 一 「 reraz| 
由 
< | [CCz》 一 多 《qd 


十 


| PCzydz 一 | Pu) lsinnz az | 
FE- 站 . 
十 | ox) 一 FF) | lsinnrc ldr 


AT 开 
EE (Te 


即 有 


lim {fe sin dz = [feryarz. 
[5.109] 设 Ar)gstzr) 是 可 测 集 已 上 的 非 负 可 测 丽 数 , 又 


E, 一 E[zlg(Cz) 3 yg(y) 一 于 Cr3ydz， 


则 
十 ce 
| fag rdr =| Py dy. 
E [4 
es = rine gr < {n+ 1)e] 
一 ELxlgtr) SS ne] — ELr|lgtr) DS Cn | 
一 Ee — Ec fa 一 .2 
则 
= Die. 
Mm 
部 . 
[feng rdz— ,fong IE, 
= > fryglr)dz. 
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及 在 e, 上 上 有 
nef Ca) EE (EEC EE nt ef (Cr), (Cx) 


下 证 对 Y e>>0 有 
jerne) < | Aerogczr?dz < ap(0)》 十 了 eg 人 ne)》. 


人 之.epoe) 一 全 mep(Cee) 一 全 unepCne) 十 epene) 


= Snegene) — By cn epcne) 


一 卫 


一 > epcne 一 Syne Cn 十 1)e] 


=— neLpene) — pnt 1De)]. 
Gi7 < 
"ebp ne) — prt 17)e)] 


= Ze[ TE] fir)dr 
frydrz | 


j [| 


。 
人 人们 

一 之 | Ftrydr 
A EL2 actRErI nt 17eT 


一 ue , firydr 一 > nef Crydr 


一 


人 2 
> ge) forydr ~ | fg rdr 


外 (0) 趟 
> 十 Del Arodz 


一 户 


一 人 ao 十 1)e[Le(re) — gltn 十 1)e)] 


一 DnceLpne) 一 Cn + 1)ey] 
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十 S lef poe) — gtitn 十 1ye)y] 
二 人 0 


Ci 由 (2 知 
人 > ,epCnae) 一 DineLgpine) 一 petn + 1yel 
nl rm 


故 
SneLglne) 一 9 人 十 1)s)] 十 他)e[PCas) — phn 十 1)?e)] 
时 一 心 也 一 外 


= Depene) 十 e9CO). 
n=-1 
综合 (i ii、kiii2 得 
Dj epiney EE { feng nde A ep0) 十 Depine). 
一 站 一 1 


及 由 于 
limep(0} < 一 0. 
FE 


从 而 对 上 式 两 端 取 极 上 限 得 
lim Sepane) 一 | Arcrosczaar: 
注意 到 pty) 是 y 的 非 负 单调 下 降 孙 数 , 所 以 pty) 在 
0,; 十 0} 上 歼 曙 可 积 ,; 从 而 ,由 定 积 分 的 定义 可 得 
lim Depene) = | gdy, 
即 ， 
| Aeroakzr?dr 一 | gondy. 
Ls.1101 研究 三 数 
~ C1O"; 
fr 一 2 De 
的 可 微 性 ,其 中 记号 [Ly] 表 示 数 > 与 最 接近 的 整数 之 间 的 距离 , 例 
如 L3. 4141] 一 0.1.!13. 5] 一 0.5,[ 一 1.2] 一 0. 2. 


解 显然 .xz) 以 1 为 周期 ,因此 ,我 们 只 对 0 所 x 过 1 进行 讨 
。 357“。 


论 . 将 +EL0,1}) 写 成 无 穷 小 数 的 形式 : 


zx = OA ada 
于 是 10" -了 的 小 数 部 分 为 .aolan+z ants" 
夏 

[10"7 了 ] — Oapditar dare 0. dd 二 立 时 . 


Lio"z] 一 1】 0O.ardr dare. Oaridntar"" > 方 时 . 
下 面 证 明 Y x EC0,1)17(x) 不 可 徽 . 即 要 证 :对 任意 固定 的 
下 KE 一 12 


但 


1 十 站 
1 - 


mo hs 
不 痒 在 . 
事实 上 , 设 工 一 0. iar…ea… 当 < 一 4 或 9 时 , 取 户 .一 
一 10” ”否则 取 由 一 10 显然 当 mr 一 ce 时 , 疾 。=0, 而 
Y、 Lio"Cr 士 10-”)] _ 位、 £10"x] 


AZ 十 ha 一 Ar 和 10" 1 
页。 士 10 ” 
一 上 io、 [lo"Cz 士 10 一 2 一 [io"r] 
本 二 时 


显然 , 当 rm 时 
Flo"fz ct 10 "= [ior + 10""] 一 上 10z]， 
当 nw 二 mm 时 ， 则 有 
[ior 十 110" 二 TO"z 二 1 "] 一 [1l0"zxj + 10" ". 
从 而 


+ 11605) L100"Cz 十 1 一 [10".c] 


[3 Elo"Cz + 10-”)] 一 [ioz] 
二 十 10m” ~ i 
+ 10"{S: 


恒 二 他 
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[10"gz 士 10- 7 ] 一 Lo | 
10”" 


| 


| 
一 十 10"{ 写 圭 10 一 + 270}— > (+ 32 
ee 10 2 


上 式 为 mr 个 土 1 相 加 ,因此 为 整数 , 且 当 zz 为 博 数 时 ,其 值 为 


偶数 ,sm 为 奇数 时 ,其 值 也 为 奇数 , 即 
{2 一 | 
hs 
是 一 个 奇偶 相间 的 整数 列 , 这 样 的 数列 肯定 不 会 收复 , 故 


1 ET hn fx) 
i 一 一 一 


加 -ca 万- 


不 存在 .所 以 了 Cr 不 可 徽 , 由 工 的 任意 性 得 :jz)? 处 处 不 可 微 . 但 
了 (LX) 处 处 连续 ,事实 上 ,级 数 


的 每 一 项 连续 ,而 此 函数 项 级 数 有 收 敏 的 优 级 数 之 / 二, 故 函 数 


项 级 数 盖 [193 在 (一 =, 十 co) 上 一 致 收 竹 ,所 以 和 函数 / (x) 
在 < 一 co, 十 co} 上 连续 . 
1L5s. 111] 设 7Cz) 是 [ae] 上 的 有 限 丽 数 , 在 [ap6] 上 一 分 点 
组 : 
如 一 oo < TI Ta < 
记 
本 Koy Ty Tas Ea) 


< | FT Cr — fx) 


TT 1 Trl Ti 


如 对 一 切 分 点 组 , 数 集 了 一 《VCrorry oz) 有 上 界 , 证 明 ， 
(2 玛 数 A(z) 以 满足 李 普 希 赣 条 件 ; 
(i 在 每 一 点 工 处 有 DTF(txz) 一 DD fry， 
D FFCT) 一 站 Cr 
* 359 = 


iii3 记 DIFCO FD fOr rN 户 Cr)， 


三 -5z) 者 是 有 界 变 盖 函数 ， 
证 C12 设 Ad 为 集 1V 了 Crosris 呈 ty 工 7) 的 上 界 ,VW 工人 


《ea ywa<czr<c5 有: 


Cr 一 fa) 6) 一 了 Cz) | < 1 c1) 
TT—ua 上 避 一 工 
车 
fC fa) fb 一 Fr) 0 
Ta 孟 一 - 十 
则 分 别 有 
| 二 | 三 二 人 
TT 一 a 上 一 工 
车 
DA .xc 二 Ac > 0， 
Tu 一 
由 于 
6) 一 ra) ME 一 六 (rr 十 rr) fa) 
a pC—a 
LE RY pr ZCzr) a) ra 
上 一 工 “gat TO 于 三 |， (2) 
元 人 名 二 用人 开 一 人 4) 由 至少 有 一 个 小 于 城 等 于 好, 不 外 
的 话 ,; 则 有 
[£2|> m, 2 2 =A | > m, 
则 由 52) 知 : 
= | > ml 十 芭 三 <| = 他 
一 好 De 


但 对 一 切 分 点 组 ， 数 和 集 了 一 4Y3Crorzyzaoz 有 上 界 a ,特别 
有 73Cea ty》<<ag ,四 


CBY) — | < 
rr 三 


从 而 巴 盾 . 
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豆 不 论 哪 种 情形 ,总 可 设 
| 一 LD | < 1 


目 一 
于 是 ,对 内 7 了 ECap) ,由 (1 县 (437 得 : 
Fr 一 Ce) 
.了 一 人 
-一 fer) 一 Fa) Fp fOr) 
= 并 一 让 古 一 证 
,FAB CO— fr) 
| 2 < 2m. 
因此 
LE 一 fxY <2M,| DELAY | am 
盏 一 工 了 一 在 
对 ta; 上 中 的 一 切 xz 都 成立. 
于 是 对 YY a 之 过 Xb, 由 (7) ,(4} 得 ，; 
fOr) — fz) 
Ts Tl 
1 | ri 一 Ce) Cr 一 fr} 
2 TIO—a Xa CO Xl 
十 AT) 一 CT》 fb) ~ fr) 
Xr TT} 上 一 工 ? 
Do fa | ，| 7) 一 了 Cr } 
| 站 1 一 站 | 和 一 工 z 
所 二 .6HM 一 3M. 


六 此 ,对 Y rzrsE Le,r ra 都 有 
[Fr 一 了 ss 3Afr 一 了 sz|， 
即 f(x) 满足 李 普 希冀 条 件 . 
(ai 用 反 证 法 , 设 存 在 ELa;8)， 有 
Dt fer) > Dy fry. 


(C3) 


(Cd) 


记 C 一 DA 一 Dr , 则 CC>0. 由 定 广 , 存 在 单调 下 降 且 趋 于 


工 的 点 列 {x。} ;使 
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jim CT 一 CT》 D+ Fery, 


no 证 一” 开 
存在 单调 于 人 降 且 趋 于 了 的 点 列 {o} ,使 
lim 人 二 一 Dr fx). 


由 于 DD+ACr) Dy/fCr) 存 在 ; 龄 不 妨 设 
TT 
且 


一 一 + 
ra) LC ~ D+ fry 一 和 3D' /7) Ds A 


er 


从 而 
3D+ FT) + Dy Fx) 


fr) AT) 1 CI Xn ld) 
CA) 
Fe 一 FT) 全 Dt fr) + 3D, rz 
ye 二 D+ Ar 十 二 一 下 
从 而 


+. 
fey) — Fix) < LA) 二 3D, f(x) 


CY 一 一 12， 
即 
zy — fg) > 二 [p+ fn) 十 3 fOr —y) 站 二 1 ,2.0 


CB) 
杉 对 Y na 由 5A)CB) 两 式 得 
to 一 AKC》 Fr) 一 rz)》 十 Cr) 一 ro》 


Tu < 


半 [P* Cry 十 门 | rz)]tz 一 十 了 ) 


> 
< 
六 DD* flr rs 一 x) oD, fer)ty, — x) 
二 2 
Ta 3 


一 二 [Dr+ fT) + Dy fry] 


Cr OD fy De fp, fer)y 《CA 


二 2Czr 一 Ya) 
仍 由 5A、 (8B) 两 式 得 : 
Fy 1)》 一 Cr 
Ve 一 -二 
一 CE) 一 Ca 
Yn] Tn 
了 CD* CCz) Dr FL) TY 一 工 十 区 一 I,) 
< -~~”~ -一 - 
3m Te 
言 D+ Atz)C 一) 一 二 D+ f(r, 一 
十 
Vr- I 


= HCDt fx) + Dy fC7)] 


《ru — ILD+ Fr) DT Fer)] 1 ; 
BE TY +t sDr/r BB') 


四 《4 39、《B') 了 两 式 , 并 注意 4 所 
页 


十 


一 了 
所 以 
飞 Tv TEIN 一 ya 1 
fr 一 Yad Cy xn) ” 
于 是 
CT 一 yo Ko 一 CTo) 
了 Tn Yn Dr 
LD fr) 一 Dr FD 一 中 i + 
区 一 nl A 
一 + 加 _ 《7 一 TICY 1 一 3 
5 Lp f(r) Dy Fx) Cr VY ey) 
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> 去 FD* Tr) — DD, fr)] 一 Cc. 
辣 理 得 
Ze SnD fr fo | 1 
Hn 一 Tal Ta Yn 人 2 


YY n+ 联 [a.8j 的 分 点 组 ， 
HT 


一 刁 
a 
Vay Ty YT 1 V1 oT Te) 
-> > TT) Fy,) fy 一 -Cr 
一 一 VO, 
二 Ss HP) 一 re fT) FOy) 
“二 了 1 


Tr 
> 一 1» 一 1 (2 一 区 
大 C0, 鼓 {Vitavyryyzo os) 无 上 界 , 这 与 题 设 矛盾 . 
故 几 有 五 rr(r) 一 万 ,rr)。 
同 理 可 证 :对 Y .r 氏 ka ,6 有 万 .rz) 一 石 - rz 
《ii 对 分 点 组 了 3 全 二 
六 让 于 or 有 上 和 界 ay。 故 
| 一 /rs 1) | 


rr 231 一 


二 | 一 /Cr, .1) rm) f(y,) 


We 一 1 Te 一 | 
二 > 一 Co yn) 一 
四 an Yn Yr 一 定 n 
< 22. 


再 令 3o~Tiy 由 上 式 便 知 ， 
Df Cr fy Cr) 2M. 


这 说 明 + 为 [a.51 上 的 有 界 变 其 函数 . 
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同 理 可 证 ,六 -5z) 也 为 [az 上 的 有 界 恋 莽 画 数 . 
[5s.112] 当 区 各 La,2d 上 的 梢 数 注 足 
1 一 Cr] 有一 ”0 为 常数 ) 

时 , 称 fiz) 满 足 a 阶 李 兽 希冀 条 忻 ， 

《C12 放 一 个 不 满足 任何 阶 李 普 希 慈 条件 的 有 界 变 善 画 数 ; 

C2) 又 设 a 之 1 为 已 知 , 作 一 隔 数 浅 足 a 阶 李 普 着 北条 人 牢 ,但 
不 是 有 界 变 差 画 数 . 

解 (1) 作画 数 .Cr 如下: 


四 
re =| ln 
0 


些 画 数 在 | 0, 记 | 上 是 连续 的 ,严格 单 增 的 ,因此 是 有 界 变 其 


的 . 
下 证 对 任意 的 a 二 0,ftx) 不 满足 李 普 希 北 条件 . 
(0) 设 0 二 a 之 1; 肥 一 0; 由 于 
1 
lim [Fr 一 - 00)| ~ lim lnz 
tt 区 -一 | + XI” 
一 lim ar” 一 十 o0. 
所 忆 ,对 吕 有 0 zoE 50, 去] ,使 
[Crs) 一 (0) | ~ 
1r* 一 0 
即 


[fra 一 -AD 二 | wz 一 日 | 
因此 ,A 不 满足 a& 阶 (0< 过 a 过 1) 李 普 希 赣 条 性 . 
Ci) 对 a>1, 由 题 [5. 90] 知 , 若 fz) 满足 a 汪 1 阶 的 李 普 硕 兹 
条 件 , 则 frr) 为 常数 阔 数 ,而 现在 的 Cz) 闫 常数 .所 以 , f(z) 不 满 
是 a>1 阶 的 李 葡 希 慈 条 人 性. 
综 上 讨论 知 ,Atx) 是 不 满足 任何 阶 的 李 普 着 兹 条 件 的 有 界 变 
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差 画 数 ， 

C29 设 re<t 为 已 贿 , 设 ai 十 cs 十 … 十 cr 十 … 是 任 着 正 项 收 伍 
级 数 , 日 ca 人 aa 并 设 : 

S 一 ass。 一 0 一 全 ae (一 了,2。D). 
nl 上 号 

在 10,Sj 上 构造 函数 (rz) 如 下 : 

CX) 一 0; 在 点 OS ay 处 ; 

AD 一 二 ,在 Si 十 呈 人 一 1,2,3，…) 姓 ; 

站 一口; 

tx 在 任意 形 如 [5， .5， :十 学 3 和 [FS 十 宇 ,SC 一 1:2， 


下 的 区 间 上 是 线性 的 . 
zx 的 略图 如 下 |: 


所 5 一 4 
显然 /tr) 在 LO0,S1 上 连续 ,但 不 是 有 界 变 差 函 数 . 
事实 上 ,在 L0,S] 上 取 分 点 如 下 : 
xz 一 0 一 全 "2 ls A 十 党, 一 Sz 


Ts 一 5s 十 学 ,fe 一 Sa 一 9: 十 学， 
舱 然 DT 
Vi Cros Tire 一 BE 一 CD) 地 | fas) 一 A 人 全) 
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+ As +t 吧 } 一 /so| + 
十 | reso 一 了 (Ss 十 学 ) | + |fCS) 一 FS) | 


1 1 1 1 1 


1 -了 
士 寺 十 言 十 计 十 必 十 下 十 去 


之 


1 十 工 十 


I 


1 1 了 
一 2 十 误 二 训 十 ” 十 千 


由 此 可 舌 : 选 择 充 分 大 的 ,可 以 使 VrtTroy Tris" Ti } 
任意 地 大, 因而 VC 站 一 十 522. 
即 Az 在 [0,Sj]j 上 不 是 有 界 变 差 晒 数 . 


下 曾 选 择 级 数 人 /au., 使 机 数 /(zx) 满 足 给 定 阶 数 的 李 普 希 兹 


条 件 . 
设 AT M(x yz) 是 属于 函数 图 形 上 同一 线 避 上 的 两 


点 ,如果 


TT a 
那么 ly — »| = klre xl 
1 
其 中 上 一 二 一 过 为 线段 MM 的 斜率 . 
2 
因而 
ly — = zl 
21x: — x1|! |x _ | 
Hn * - 
2 = 
< | Ts Ti | 一 lr [* 
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2 } 是 有 和 界 的 ,在 不 破坏 级 数 之 /4 收 敏 


Pe 


选取 这 样 的 {a,} ,使 | 
性 的 情况 下 ,这 样 的 级 数 是 可 以 作出 来 的 . 对 此 ,只 要 取 a 一 十 就 


了 
行 了 .那么 ,对 属于 函数 图 形 上 同一 线段 上 的 任 二 点 4 和 x 就 
有 : 
[Fr 一 rs 2) rs — zil", 
现 设 +! 和 x2 是 [0,S] 上 的 任 两 点 ,不 在 函数 图 形 上 的 同一 线 
段 上 ,有 即 


Ti 后 LS 3 十 字 ]， 


Xz 掏 LS，， 十 字 15. 二 


这 时 &<sa* 如 图 ,通过 图 形 上 的 点 Mi( 横 坐标 为 rs? 引水 平 直 线 ， 
设 它 同 M1( 机 坐标 为 ri 所 在 图 形 线 攻 的 交点 为 M1,(#,7). 易 证 ; 
Es I 一 xi|. 

此 外 ,zs 一 大 Ge 因而 
[ra Fr! 一 IF — fer) 
| 一 二 ra 一 全 | 
于 是 ,不 等 式 177zay 一 zs2zs 一 二 
对 [0,Sj 上 的 任 两 点 成 立 . 即 是 说 函数 Fr) 在 [0o,S] 上 满足 ax 阶 的 
李 普 希 慈 条件. 
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第 六 章 ”平方 可 积 函 数 
内 容 提 要 


本 章 所 介绍 的 内 容 只 限于 测度 有 限 的 可 调 点 集 下 ,以 后 不 再 
声明 . 

[ 定 突 6.1 设 记 汪 1,; 若 I(r)|1* 在 巨 上 可 积 ; 则 称 (Cry 为 
户 大 可 积 肯 数 . 当 pp 一 2 时 ,fizr) 称 为 平方 可 积 羡 数 . 全 人 庆 竺 可 
积 函 数 的 集合 记 汶 L,(E) 或 工 ,. 

即 LAE) 一 {fe raz <+ oo}. 

和 注 工 ,tE) 中 此 是 与 f(z) 几乎 处 外 相等 的 函数 都 视 为 同一 
元 束 , 且 记 为 厂 

[ 定 党 6.2] 对 于 feEL,,gEL,; 称 

| Al, = (Jf rdzr}” 
为 A(z) 的 范 数 (或 禄 ); 称 
pfsg)—= | fsl, 

为 让 与 gg 的 距离 .对 FEL,gELs;: 称 


CFF,S) 一 | /enedr 


为 站 与 8 的 内 积 . 
有 内 积 的 概念 . 


[定理 6.1] 几 个 重要 的 不 等 式 ， 
《1) 堆 尔 得 不 等 式 ; 设 2 19>>1, 方 十 二 一 1, 对 任何 EL, 


忆 1: 则 有 
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< 人 /lsdr}” - {|, lgl'ar}”. 
{2) 明 可 大 斯 基 不 等 式 ， 设 EL,; gE 人 外 有 
人 At+elarj < {fdr}? + {ff | oa 


注 1 当 pi,g>1, 寺 六 十 二 一 时 , 称 pp.q 互 为 相伴 数 . 并 
规定 . 当 p 一 1 时 ,6 一 十 co, 渭 g 一 1 时 ,p 二 十 co, 对 于 相伴 数 pe， 
由 于 方 十 和 一 1, 所 以 ,我 们 肖 令 ae 一 5 ,然后 用 者 尔 得 不 等 


式 , 些 法 在 证 题 中 常 可 使 癌 题 简捷 明了 . 
2” 当 产 一 4 一 人 于 , 春 尔 得 不 管 式 称 为 许 瑟 兹 不 二 到， 即 


raeas|< {fuerar)” + {fatar),. 


当 pp 二 2 时 ， 胃 可 夫 斯 基 不 管 式 称 为 柯 西 不 等 式 ， 即 
(fst ardr) < {rar) + {fstrar).. 

3° 上 述 开 个 不 等 式 用 范 数 和 内 积 可 表示 为 如 下 形式 . 

堆 尔 得 不 等 式 : fe 上 志 有 F 有 上 ,。- gs 

明 可 夫 斯 基 趟 等 式 : 上 fg , 扩 上 F|p 寺 g| p 

许 瓦 兹 不 等 址 ; 1Cf,a)l 寺 和 72* gy. 

柯 西 不 等 式 ; | 中 大 让 :二 直人 站 

4° 以 上 不 等 式 在 本 章 和 泛 孙 分析 中 应 用 非常 广泛 .一般 情 况 
下 ;凡是 涉及 到 两 函数 之 和 的 积分 的 有 闫 不 等 式 , 都 应 首先 考 虚 运 
用 明 订 夫 斯 基 不 等 式 和 税 西 不 等 式 ; 凡 寂 反 到 两 函数 履 积 的 积分 
和 的 有 关 不 等 式 , 都 应 先 考 虚 运 用 霍 尔 得 不 等 式 和 许 瓦 兹 不 等 式 . 特 
别 ,有 了 时 可 将 一 个 函数 ftr) 看 作 /tr) 与 1 的 乘积 ,或 将 应 数 /Cz) 
看 作 /x2 一 5 C9) 与 8{7) 的 和 ,再 应 用 以 上 不 等 式 . 该 省 应 注意 在 
解 题 中 这 一 技巧 的 使 用 . 

[定理 6. 3] 范 数 满足 下 列 范 数 公理 ; 

(01) fs 汪 0, 当 且 仅 当 /二 0 时 等 导 成 立 ( 正 定性 ). 
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《2) af 二 Fal * 1 ca 为 数 ) 《 正 齐 性 ). 
《3) | ff 二 gl 所 上 ls 十 fg 。 (三 角 不 等 式 ). 
距离 具有 下 列 性 质 : 
(01) ptf ,g)220, 当 且 仅 当 一 时 等 号 成 立 . 
《2》 pf 区) 一 三， 门 ， 
(C3) pF BE AIT oh gs. 
注 由 于 我 们 在 工 , 中 定义 了 范 数 和 有 虐 离 ;所 沁 ,ZL 既成 为 一 
个 距离 空间 ,又 成 为 一 个 赋 范 线性 室 间 ,在 LK; 中 还 定义 了 肉 积 ,所 
以 ; 工 : 还 是 一 个 内 积 空 间 . 以 下 我 们 次 门 介绍 工 : 空间 , 且 有 五 < 
十 co , 当 p 了 2 时 ,LL 空间 也 有 一 些 与 工 ; 字 间 相同 的 定义 和 缚 论 . 
必须 指出 ,三 : 中 凡 涉 及 到 有 关内 积 的 结论 ,Ltp 隆 2) 中 当然 和 有 ， 
这 基 工 ; 空间 与 一 般 LL, 空间 的 本 质 区 别 . 
[ 定 久 6.3] 设 六 ELacn 一 1 ,27ETa 若 
limetf,,f) = lim {| I — flar} ~ 0, 
贴 称 坟 平均 收 钱 于 站 或 称 荆 依 范 数 收 贫 于 户 或 六 强 收 分 于 
记 作 /一 一 让, 记 为 
tm/ =/ 
注 limf, 一 了 与 im/f.tz) 一 /A(T) 除 记 苹 不 同 外 ,在 意义 上 忆 
有 着 本 质 的 不 同 . 
[定理 6. 3]] 设 lLim/ 王 了 lim 所 一 g: 则 
《zy 7 一 (极限 的 唯一 性 ); 
(22 lim 有 站 上 :二 上 A 《 范 数 的 连续 性 ); 
(3) 对 任何 EZelimtfsk) 二 (fh) 《内 积 的 连续 狂 ); 
《4) Ar 《 依 测 度 收 襄 ); 
《5 戎 lim 六 (zy 一 cf) ae 于 五 , 则 Frzry 一 xfryave 于 五 . 
F 定 这 有 4 设 斤 ELstn 一 1;2,…) ,车 存在 了 人 1; 使 对 一 
切 ELs 有 : 
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lim| Agedzr — | /adr. Blim(f,sg) 一 Cs)， 


Moo 


则 称 广 弱 收 伍 于 / 记 为 /5 一/ 
[ 定 党 6.5S] 设 ! 六 ?是 了 工 中 的 序列 , 苦 对 Y se>0,3 xm>0, 使 


当 税 ? 全 人 时 ,有 PC 一 上 六 一 产 才 <e 则 称 {1 天 为 工 *: 的 
一 全 基本 列 《 柯 西 列 ). 著 某 空 间 中 的 所 有 基本 列 都 收 艇 , 则 称 此 空 
间 蚌 完全 的 (或 完备 的 )， 

设 ,车 对 任何 /ELs; 恒 有 SE (一 12 3 使 limgn 
一 六 则 称 4 在 5 中 稠密 ,如 果 存 在 可 列 的 稠密 子 集 , 则 称 L, 具 
有 可 分 性 . 

设 2 是 定义 了 率 离 的 皮 离 空间 ,如 果 对 于 M 的 任何 点 <, 恒 
有 的 某 个 邻 域 wia,3)。 使 属于 ma 0 的 任意 无 穷 点 集 都 有 聚 
点 , 则 称 空 间 JM 是 局 部 列 紧 空间 ， 

[定理 6.4] 工 ; 空间 的 性 质 ， 

C1) 设 扩 ELacCns1.2. 0 则 { 矿 } 收 急 的 充 要 条 件 是 1 大) 为 
基本 列 . 因此 工 * 是 完全 空间 (或 完备 空间 ). 

(2) 对 任何 EL:, 伍 有 有 理 系 数 名 项 式 有 ET(tn 二 1 2 ， 
使 lim 二 天. 邯 全 体 有 理 系 数 多 项 式 构成 I 的 一 个 可 列 稠 窗子 
集 , 故 工 ;: 是 可 分 空间 . 

《32 zs 空间 是 非 局 部 列 紧 空间 ， 

[定义 66] 设 N 是 由 工 ， 中 的 点 作成 的 集合 ,车 对 任意 
TEN,yEN,zFAy, 都 有 (zr,y) 一 0, 则 称 和 N 为 工 ， 的 一 直 交 系统 ， 
车 NN 中 的 每 一 + 都 有 x 1 一 1, 则 称 六 为 了 工 的 一 个 正规 系统 
‘就范 系统 或 标准 系统 ), 若 六 既是 直 交 系统 ,又 是 正规 系统 , 则 称 
为 了 sz 的 正规 直 交 系统 . 

设 而 ， 络 ,有 ,是 了 工 一 个 正规 直 交 系统 , 束 所 了 , 刚 
Ta 一 【有 的 ) 一 1 2 3 ) 称 为 瑟 对 坐标 系统 {gp} 而 言 的 坐标 ， 
[六 

车 只 有 几乎 处 处 为 零 的 函数 对 {g} 的 坐标 才 全 为 0D; 由 称 {gq 
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为 完全 系统 . 
[定理 .5] 设 
(C1) {BG} 为 正规 直 交 系统 (不 一 定 完 全 )， 
《2》 KEL TK Pn=12. ， 则 


Ci) EA 之 人 (< 1 每 让 《 员 塞 尔 不 等 式 ); 
(i) 若 {g) 是 完全 的 ,有 


之 Ero 一 之 1 一 1 X1E 《巴塞 绅 公 式 或 圭 

闭 方程 式 ). 

[定理 6. 6] LZ 的 任意 完全 系统 都 恰 有 可 数 个 元 素 . 

[定义 6.7] 设 {%} 是 ;的 正规 直 交 系统 ,车 它 的 所 有 线性 
组 合作 成 的 集合 在 上 处 处 稠密 , 则 称 {%} 为 [2 的 封闭 系统 . 

[定理 6.7] 下 列 事实 是 等 价 的 : 

(1) (%4 是 完全 系统 ; 

(2)》 (9 是 封闭 系统 ， 


(3) 对 Y XE Ts 封闭 方程 式 上 XX 上 一 之 1CX,g)1 成 立 . 


[定理 6.8] 设 {g} 为 一 完全 正规 直 交 系统 ; {oe} 为 男 一 正规 
直 次 系统 ; 则 {om} 为 完全 系统 的 充 要 条 件 是 对 每 一 ,全 {加}1; 均 有 


EE 


问题 解答 


一 . 几 个 重要 不 等 式 的 应 用 
[6. 1 设 ELEL:a:b 为 数 ,W aa/ 二 swE IL,;, 且 .Ag 可 
积 . 
证 因为 /ELovgELi: 所 以 ， 
1 上 
(J ifrar)’ <4 eo, {falrdr)” <+ oo. 
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和 故 由 柯 丁 不等式 有 


?I= 


| jc.r 十 ba ldz) 
‘TE 


og lrar)” 


FE 


< {tiarar}* + {| 


= al {ra} + el. (ig lar)’ <+ ~, 


项 af bg LI,. 
又 由 许 巨 兹 不 等 式 有 

| rear 二 人 pa {faladr)’ <+ ce， 
有 即 fg 可 积 ， 


[65. 2 设 FEZ; 证 明 


jazs va /rar 
证 “由 许 巨 兹 不 等 式 有 
jxraz= fi dr 


1 


< {far)”. {fraz}’ 
= va. {rrar) 
fy 
~ va raz. 
[6.3] 设 0<mwEE< 过 co, 令 
NC) 一 [有 | Ace Ld}? p+ 


斌 证 , 当 py<<ps 时 有 NCAP CA 
十 ”由 惟 尔 得 不 等 式 有 


， 工 
ND = {| /dz)” 
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1 PL PsP | 

一 1 1 站 三 ns 况 rc Fs 站 上 
人 [ 5] 1 1， 1 大 a] * [| adz | } 


1 )” ~ (3 和 证 “ {fid} 


= [| | 十. faz) 


1 


-ra 和 -we 
[85. 4] 设 .Fzyyggr 是 Leo 上 的 非 打 可 测 函 数 , 瑟 1 如 下: 
一 1, 试 证 , 当 1 二 53 时 ,有 


人 Aceegceydz 上 < 去 | 产 cgczodz: 
证 车 /Cx) 与 g(x) 有 一 个 的 积分 值 为 十 2, 结论 显 然 成 立 . 
下 设 [forar < 一 十 ,ard 二 二 oo 即 (49 vg (2) 坡 
为 可 积 函 数 . 
则 [fg dr 二 二 ec 
注意 到 gl 一 | sdr 一 1, 由 改 尔 得 不 等 式 有 


[renpgczoaz 上 一 一 i C/orgtr ls + gda) 


< (Tf erie = (fearar]” | 
一 | raar * | | sac| 
= | /gdr. lelt 


[6.51 设 ELt0r), 试 证 下 面 两 个 不 等 式 是 不 相 容 的 . 
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C1 fer 一 sinzrj:dz 护 于 
C2) fer 一 coszrjzdz 所 村: 
证 由 置 尔 得 未 等 式 


A (fsinz 一 cosz ysdr}* 


be 


一 (| [cinz 一 让 十 (一 cosz) dx) 
< [jesinz 一 prar] 十 [fe 一 cosrzaz 下 
著 4l1y 2) 两 式 同 时 成 立 , 则 有 
Vr<{$) + 2111 


末 盾 ,所 以 (1),(2) 是 不 相 容 的 . 


[6. 6] 设 乡 ,9 为 满足 六 十 二 十 站 一 1 的 正 数 , 则 对 任何 可 
测 函 数 ffE LIL,,gELhEI,. 有 
jealazs NA sl HA, 


‘推广 的 填 尔 得 不 等 式 >》. 
证 FELAEEL AEL,: 


~ BT IE Le hi€E Le 
1 | 1 _ pil i+] 
又 ei., pol.,, poi 
Pp P 


由 稚 尔 得 不 等 式 得 


一 ££ 
a A ET ghAEL , 
县 有 


1 < AI 
jer tar < eT 6 中 


* 7 。 


{f evar) mm 人 rar 


-££ Fe 
glle" » Ae . 


; 一 1 及 霍 尔 得 不 等 式 得 /paE 工 ， 
P11 


县 Menlar 近 TAI lakl se 


Lr 人 earsiazj 二 


HF 
~ 17 sls al: 
L6.7] 设 7S 人 CE), “为 已 的 可 测 子 集 ， 则 


| 从 


1 
(frar}s < {fidz) 4+ {frrae)}. 
证 令 
Fr), 工 己 ee 
/n=—[ LEEe, 
口 ， 工 伍 名 
fn) {> TEE—e, 
UU 
由 明 可 夫 斯 基 不 等 式 得 
{| iaz}* = {ff + flrde}’ 
二 1 
<{|. Leaz } + 人 Ia 


= {Ln i ra} 
+ {ifrar + {Ifadz)’ 
= {{ /ar oj + fo + lfedr)” 
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= {ffirdz)” + {/, .171dz)*.， 证 毕 
[6.8] 设 了 ELsgELzsf 关 0,8 六 0; 证 明 许 房 慈 不等式 
LosS TAN sls 
“中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 存在 数 4. 使 /一 Ag. 
证 “充分 性 ”车 有 数 和 使 /一 2g, 则 


lifseyl= lag sa) |= A tea)|=|2l, fel 
一 MI Ueda Naels= Hagle. lel: 
一 和 As eh, 
即 许 瓦 兹 不 等 式 中 等 号 成 立 . 
必要 性 设 1 (75g) [一 fs gl: 
则 1 一 J 于 =0 Cx) 


对 任何 数 4, 由 内 积 定义 知 
Hf — gl Cf — gf — Ag) = | 1 glidz 
= {0 — 2afg + Ng)ydz 
一 {raz 一 24l fadz 十 *| ga 
= Cf 2A 8) Mgrpg), 
由 4 的 任意 性 ; 取 4 一 入 :3, 则 有 


Fag =F, —2 te) * Cf 8) + ES * (gr) 
2 2 
= 8. 
和 由 《x* ) 式 得 
| Fag $=0, 
从 而 fF—Ag—0. 
即 f=Ag, 


[6.9] 设 f,gEL,g8 光 0; 证 明和 宁 西 不 等 式 
Fig 
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中 等 号 成 立 的 充 雪 条 件 是 存在 数 4 社 0, 使 /一 Ag- 
证 充分 性 设 有 数 4zD, 使 /一 415. 


由 范 数 的 定义 知 
/rele= lax+el = {fg + eadr)” 
一 {cat Dardr}” = A+ 1)°. lgi: 
—2alals+t also laglst el 
— fl:+ lal:. 
朗 柯 西 不 等 式 中 等 号 成 立 . 


lf trali—| /tard | fdr +2l fedrt | gid 
ANE 2 8 + els 


< 2+ 2icf ,ey|+ Hells 
十 207- 人。 十 直达 让 
= CA + eh) Cx) 


由 题 设 知 
| f+elli=cl /s+ Hg la, 
共 丽 (* ) 式 中 的 等 屿 金成 立 , 比 较 便 得 


lof,g? l= lg ls= (fF,g). 

由 gl 二 有 了 7:* ie 及 上 题 知 ,存在 数 

1 8) 

(Fs) 
使 A=Ag. 
三 由 C7,g)-- i gM 0. 
从 而 4 (182-0. 
《可 


[6-. 190] 设 fELCRD (<p 之 填 o0), 邻 


Pen) rear. 斌 证 :F(z 十 A) 一 FC) 二 0C| 有 hI#) Ch 0), Co 
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为 疡 的 相伴 数 ) 
证 由 题 设 FE 工 M(RI)， 即 


jpdz<+ cc， 


有 从 而 ,| 让 < 十 co a.e. 于 R! 


故 
[Fez + h) 一 FOry| 一 Jf rear — joad 
-| 三 ee|s 小 Aceolar| 
< | (三 Eco pqe)}” - (六 1g} | 
L 
一 | 友 |# | (六 fe ade)? 
由 于 [eb o Ch + 0)， 
故 Fz A - 一 0 (th-0) 
即 FlrtAY— Fr) oChlt). 


L565. 11] 设 lo p mE Las fi EEL, CR=], 
23) ,着 lim 1 产 一 了 一 0, 试 证 
了 六 一 大 二 ,一 0. 


证 由 于 1<g<p， 且 分 二 二 Fe 一 1, 由 者 尔 得 不 等 式 得 
IA— rhs -Jr ea 
< {A ta {| ra) 
一 人 — /ldr)’ + CnEy 
= {fh fra ) np 


从 而 
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A pla mE 
= fs GnE)d#. 
由 于 lim fA 0 ET 
所 以 lim Af =0. 
[5.12] 设 1< 关 < 二 co 六 并 也 五) (一 1 2 上 且 有 
iim/ r= er) ,SHP, A ,MM. 
试 证 对 任意 的 EIREIGg 为 pp 的 相伴 数 ) 有 
lm fr adr = | fedr. 


证 | fea td < | fii) ac) ldr 


1 
1 1 
< {nn {fis tar}’ 
一 外 六 和 glhvsa gl,, 

由 于 ELE REAE) 人 而 EL EYE lIgtr)l 在 上 
刀 平 处 处 有 界 , 不 访 设 在 整个 EE 上 ;有 lgcz0 lr, 即 |gtx)1 志 
N.N 为 茜 正 数 . 而 fC 一 了 Cr} (一 27, 豆 

| 
二 人 一 一 


从 而 FTIEETI TI (CR). 
故 1PCzroggzr 满足 勤 让 和 客 控 制 监 敏 定 理 的 和 荣 件 ， 
部 lim| fradr 二 | gar. 


二 、 Ls 室 闻 点 列 的 收效 性 
[6. 13] 设 /Cr 六 Cr /Cr),… ,都 属于 1, 并 且 
[irr ae En~—1,2,*), 
limf, (tr) g(r) Ge 于 五 。 
册 Lim/ 


证 [Ir ae 于 En=1,.2,..…), 
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及 1im tr — etr}y a.er 于 EE, 
~ ligtr) lr a.e 于 EF. 
CT gC =i 2 (rg tr er) 
4 a.e 于 EE. 

再 由 limtf x) 一品 ( 工 2 一 修 ae 于 五 知 ， 

Cf Cr) Er) 0. 
故 由 昔 贝 格 控 制 收 敏 定 理 有 

lim{ Cf.Cz) 一 号 (tr)32dr 一 站 


Bh ir etry 0 Ce 一) 
“ fgls0 (noo) 
环 即 lim fC—g. 


[6. 141] 设 lim/, 一 了 ,limg。 一 g ,求证 
lim(f gsr) = , 8). 
证 因 ]im 王 /, 故 关 有 界 , 即 让 在 常数 &, 使 
由 .As 《ma 一 1.2,.…). 
Xlime,—g, Blim | gs —g | :=0. 
而 
[fisg)— CFse) sg) B+ fg) Cf sg) | 
= gg CF ,8 | 
| 
gt el; 
< 站 有 一 人 :十 下 三 让 d/l 0 
(noo). 
鼓 limtChs ga) Cf,g). 
[6.15] 设 太 是 [a,8] 上 所 有 满足 条 件 
[7 Cz) | a.e 于 Fe 六] 
的 平方 可 积 铺 数 作 成 的 集合 , 则 Lt 是 LL 的 个 闲 子 集 , 并 且 
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中 序列 { 凑 (7)} 平 均 收 第 于 7Cr) 的 充 要 条 件 在 放 Cz) 一 了 Cr). 

证 先 证 于 是 也: 的 一 个 闭 子 集 . 即 证 : 若 上 是 于 的 一 个 聚 
点 ; 刚 gEEF2， 

由 衰 点 定 久 知 , 在 73 中 有 一 列 隆 数 1Atr}}, 和 使 

Tal 0 《nc 
网 一 gtct 广 : 见 下 而 "必要 性 ”的 证 明 }, 戊 由 黎 斯 定理 ， 
在 [中 必 有 于 列 {f,.Cz)) ,使 
J Cr gr) at 于 Lash] (oo). 


由 于 
Ef CT} Ra.€ 于 Lab] 
取 极 限 使 得 
ECryTsSSRE a.e 于 [ay65]. 
此 即 gE:. 
再 证 后 一 结论 . 
必要 性 设 于 中 的 序列 { 六 (zz)} 平均 收 伍 于 /Cx)， 
Bh EA Cro0), 
亦 即 


Tf fhdr ro Cro). 


对 oO0 令 A,Co) Oo—=ELr| /CC fr) | 汪 #] 


ba 
fray 一 FT) dr 状 [ [fr 一 (rr 
Lay 
De An oY. 
国 Acer — fendr 0 Cr 一 > Cx) 
所 以 GCA OI nrco). 


由 于 oO 所 以 :Ma 一 Orzcc). 即 对 WwW oo 有 
lmaElr|llf ry — flr)| oj = 0. 
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破 A 
充分 性 设 记 (7/7) ;由 歼 斯 定理 ,有 子 列 1/.,) ,使 
Jana7 Cr? = fr) ue 于 Lat]. 
由 ET 上 CEL Hi Ck. 
取 极 限 使 若 | | 守 #. 即 Cr) ET 
XY 节令 
Eo Oo (rl 了 | 字 0}， 
Bo 一 [es 人 一 下 Co 一 人 | 一 二 可 
于 是 
EAE A 


<{ /fide + [oar 


=| If /hdr i ob — a) Cn) 


而 CT) ATE is 压 | 放 一 了 ?可 积 ， 
不 而 ,由 积分 的 绝对 连续 性 ,对 Ye 汪 0, 存 在 8 汪 0, 使 当 wre 二 8 时 ， 
恒 有 
| 一 - 了 1sdz < eeA2. (13》 
由 于 让 cr) 二 7) 所 以 
limmamE, ta) = 一 站 
页 对 上 上述 全 0; 在 在 NN , 当 nN 时 :有 
me td) < 由， 
于 是 ,当主 N 时 ,由 (1) 知 
a 去 
| ldr < 二. C2) 
现 选 取 oo 使 op 一 a)<s/2, 从 而 当 nN 时 ,由 (x } 式 醒 有 
t EE 3 
| 一 7 1 了 < 去 十 豆 一 和 
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BR lin | 天 一 |: 一 
喜平 均 收 项 寺 /ry， 
[5.16] 设 六 五 二 -Hepospm1 六 手工 一 1 2 0: 若 在 工 
中 有 /于 ffE No: 则 当 1 和 7<p 时 ,在 工 中 有 /一 /. 


证 令 
,= Efz|l/,— /| 1]. 
BCE- ,= Erm fil. 


于 是 


fi Arar= 网 1 疡 一 Ardz | LA 一 Far 


二 nm [A frdr + 网 [六 fldr 


eo! 
站 


二 | 一 Aldr 十 (| — /de)’ (J, 1 ar) 
A BS, 


由 于 在 工 ; 中 一 >/, 即 上 /一 /一 0Gvo0) ,所 以 
[fd G0). 


亦 即 iO (nr oo)， 
所 以 J /flar mo Cn co 


好 在 中 ,一 
[6. 17] 证 明 , 设 方 十 十 一 1,1.,f El, grrg En—1， 
2,.…), 且 
limf, — /, limg, 一 如， 
贴 
lim Ad 一 { /gdz. 


证 因 在 过 中 :im 六 一 / 即 对 1 一 ce>0, 有 自然 数 NN, 当 这 
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N 时, 便 有 上 让 一 fe=1; 白 以 当 之 NN 时 有 
A= Ai 
福全 


取 
天 一 max! A 中 ，， | Fs 上 ps2 | 十 1} 


则 对 一 切 ”都 有 | 疡 中 vs<k. 
同 理 , 由 limg, 一 8g: 且 8 外 ,对 一 切 , 存 在 工 沁 0, 使 


gr | EL, i a | ,AA 
于 是 
上 .rzdz rear| 一 [rg 一 Asyazr| 
本 (fis. 7 十 了 As3dz| 


<| Alazr 二 el 1,— flar 


ra 


办 


1 
四 


+ {ff fae) {filer) 


HA ge gl, 十 A gl, 
下 人 有 一 中 二 天下 太一 和 | 一 站 {NH coo), 


鼓 lim| esdz = 一 {feaz. 


te 


L6- 18] 不 利用 歼 斯 定理 证 明 : 车 1.(z)} 平 均 收 钙 于 f(zx)， 
limf,.Cr) g(r) a.e 于 EM FA)=~=gtr) a.e 于 五 . 


人 A] 


证 因 Bmf 一 旋即 tim| Per 一 fx) ldr 一 0. 赦 对 
6 一 击 , 必 有 自然 数 ,使 


[I 一 fCzy ldr < 之 去 {i = 2 


而 且 可 以 要 求 ms<nac <na< 这 是 完全 可 以 办 到 的 . 
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因此 ,级 数 
>|) — fier)dr < > 二 1 二 
由 于 | kr 一 -| 非 负 可 测 , 由 蔓 贝 格 基 本 定理 有 
[BE 2) 一 fCry Tdr 


一 Sn 一 zj]dz < 十 oo. 


胡 之 [Au cz) 一 AKCz? 了 为 可 积 函 数 , 则 必 在 马上 开 乎 处 处 有 限 . 


且 站 所 上 郊 乎 既 处 收 化， 

从 而 rir fr a.r 于 EE 

及 (x)rglr) qe 于 万 ,第 有 Cz) 一 g(r} a.e 于 下 ,出 极限 的 
唯一 性 得 rr 一 ET ae 于 五 . 

[6. 19] 试 说 明 : 在 中 一 般 收 伊 ( 或 几乎 处 处 收 化 ) 
lim/.Cz) 一 f(x) ,平均 收 化 或 强 收 化 lim /= 了 ,了 收 合 lim(/,,g) 
一 (rz)，, 依 测度 收 俩 六 一 的 关系 . 

解 《iD 广 - 至 .7. 必 有 六 -可 .rr, 反 之 不 一 定 . 

Kii》 强 收 项 与 一 般 收 筑 ( 或 几乎 处 处 收 和 化 ) 互 不 董 合 . 

0) 一 和 f, 必 有 /一 /反之 不 一 定 . 

Gv) lim 疡 (z 一 Frz), 必 有 六 (zz) ,反之 不 一 定 . 

《v) 万 -加 - 广 不 一 定 有 六 这 广 但 六 (一 Acz) 且 | 万 | 二 nd， 
则 必 有 />/. 

(vi 车 lim PCz) 一 Ar), 且 | /1 则 几 有 f. 一 了/, 反 之 不 
一 证- 
下 面 我 们 分 别 证 明之 . 

Ki 证 1 在 工 :中 有 户 - 到 。 太 . 即 有 
| 天 一 上 | 一 0 Qn- coo), 
8 了。 


则 对 时 BEI:, 
. . | . : 
上 Paeaz J fedz| 一 J JDgdr | 
= | A 
部 tm) sar = J fe 


[ee 


吉 fy. 
但 弱 收 人 误 不 一 定 推出 疆 收 伍 ， 
请 如 广 Cr)7 一 sinr， 在 了:osr7 中 增收 效 于 口 ， 
事实 上 ,根据 黎 曼 - 勒 贝 格 定理 知 , 对 任何 可 税 函 数 & 都 有 
lim | sce? Simmrdr 一 0, Cx) 
从 而 对 工 ; 中 的 gg 更 有 (Cw) 浅 成 立 . 


即 有 /0. 


但 六 根本 不 是 强 收 化 序列 ， 
事实 上 ;对 性 和 说 1 于 


x 
[sin + sinmrdr 一 站 tm ny), 
站 


1 
< . . , 去 
豆 由 {sinnr 一 sinmz yrdr} 
oa 
1 
= , 二 
一 人 S12 和 和 中.r -二 [ Sininz dr 一 2| Sinnr 。 sinmzdr} 

后 器 u 


三 一 /= 元. 
所 以 0. 
Ci1) 强 收 误 与 一 般 收 敏 ( 几 乎 处 处 收 合 ) 互 不 冀 合 . 
例 4 设 /xr)== :TE Co,1] 
DD， 一 侣 


h 
A TT 
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显然 Lim Cry 一 了 (TD 
而 把 九 , 广 看 作 工 ; 中 的 元 素 时 ， 
pS = ff {far} 
= no (nr oo) 
故 limf, Pf. 
即 一 般 收 伐 不 能 推出 强 收 合 


反之 ; 强 收 傅 也 不 能 推出 一 般 收 但 (或 几乎 处 处 收 就 ). 
例 2 设 if,(z}} 是 如 下 一 串 孙 数 ,EE 二 [0,1]. 


.re fo erol 
nf eb pd 
0.zE | 二 :1 l,z€ | :1 
1 Ti 2 
Fen 1 so 
0.xEI :1 0. 工艺 EE 可 ,二 
-2 - 
Aceo-| “Ls , RE ”7 - 
9 ZE |03 oze| 寺 1 
,zc | ,2 2 3 
po-{ 4 ren {Le 
5 :ee 人 
ep 人 os 让 
0. xz 所 [0 广 ] 0.re [二 ,1] 
到 FCO=0. 岗 


ml 


| f= pf = 人 cz dre} 0. 


即 Hf 
而 tiz) 在 [0,I] 上 处 处 不 收 敏 , 即 limn. 六 Cr 天 7 
GD 车 广 - 本 .六 即 上 疡 一 六 1 一 0 cn 一 co)， 则 
| fdr>o0 (Oo0). 
对 YY o>0, 令 
Ato) = Er| I) — Flr)| 六 了 ]， 
网 | cn folde | HGcey — Fo) dr 
E A 
ol + mA,Cay. 


因 [fy — fon ldr~o {nn oo). 
所 以 a mA 0 (nroo)., 
及 由 于 半 00;, 所 这 mA 一 0 fn 一 oo0), 好 对 YW gg 六 0, 有 
lmmELr| 1 产 Cr) fo = 0. 
破 fF. 
下 证 由 声 寺 推 不 出 /一 一 / 


肥 证 法 设 拨 二 > 时, 有/ 
六 因为 im 广 (Cz) 一 (7， 必 有 六 (ro 一 rr 所 以 ， 可 让 


Him(z) 一 AKCz) 推 出 广 -全 ~/ 与 (ii) 刻 盾 . 故 由 广 Cz3y 一 > Fz) 不 


能 推出 /. 一/. 

iv) 一 般 收 化 5 或 几乎 处 外 收 租 ) 必 有 ftT) 二 Cx). 反之 不 

由 勒 贝 格 定 理 , 若 | Cr) 二 十 oyae 于 FE,{ 放 (Cry) 是 EE 上 
的 可 测 函 数 和 ,sw 芝 十 oo， Glimf,. cr) f(r) ze 于 五 时 ， 必 有 在 
= 

反之 不 成 立 , 如 5 中 的 疯 2 广 人 rr 一 0 但 请 Cr) 处 处 
不 收 钱 0. 
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(ve 设 广 -加 -1 则 六 = 三 不 一 定 成 立 . 
例如 取 五 一 [0D,zr], 六 xz 一 sinzmr rs=0- 由 4 的 屋 知 ， 


六 -型 /一 ,但 


mE{ zllf, 一 上 | 去 |= mE{ rfl 1 之 评 | 
一 es 去 | 
元 5 2 
m| 到 “8 |= Ei 0. 


即 了 2 


反之 ;车 六 Co 一 Fr， | 六 Ia, 则 矿 - 和 全- 矿 
为 此 只 证 {FCzogtzo)y 满足 维 它 利 定 理 的 条 件 即 可 . 
事实 上 ,了 鲍 广 后 了 故 1 CCz)) 为 可 测 曾 数列 ,区 国 请 一 和 由 
整 斯 定理 后, 存在 子 列 ! 广 CCz71 使 
lirmn fs, (Cx) 一 Ar) ae 于 五 . 
砚 7Czr) 在 五 上 可 测 . 
由 法 都 定理 知 


| mrcpar = | limfs az 
了 用 


二 lim| fi Cr dr EM mE < oo. 
Sd 


破 FE Lz2. 

有 具 而 ,trorzr 是 工 z 的 可 积 郴 表 列 . a) 
了 对 ¥ SEEa 由 积分 的 绝对 连续 性 知 , 对 Y e 半 0, TD, 对 

可 测 子 集 /所 疡 , 当 和 4< 拓 全 时 ,有 


| gCrydz < 六 
由 梧 西 不 等 式 
jaar fed Te 
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一 < 。 了 9 瑟 一 有 
所 以 ,f(xygCz)} 的 积分 具有 等 度 的 绝对 连续 性 . Cb) 
又 因 gLzCLCE), 所 以 ,gC(z) 为 几乎 处 处 有 限 的 可 浏 应 数 , 即 存 
在 工人 0 使 gr)| 扫 志 ce 于 五 . 
设 Ei=E[z| | Agz)1 之 了 无: 一 [了 | | FCzI1 一 ce 了 则 和 2 五 :一 
0; 且 五: 门 近 :一 外, 所 以 
OmELr||A re — fregtry| oo] 
一 mE[Lrilf rstr)y — fxg (tr)| 9] 
十 mE[r||/ rastr) 一 Frggz)|l So] 

mE tr etry 一 frdg rl so] mE, 

一 za 五 :[ 节 [| 大 (Crygfzr) — fOr)g tr)| go] 

后 五 了 | | (xr) 一 了 Cr。 工 芝 困 ] 


一 mELrllf(r) 一 yCr)1 尖 于] 
由 于 不 (x) 二 (x), 族 
zz 五 Fr 六 Cr) — fir) 字 ] 0 Cn co) 


于 是 (rgCtr)=> f(r)s(r), Cey 
从 而 (Cryetxr 放 满足 维 它 利 定理 的 全 部 条 件 , 由 维 它 利 定理 知 


lim (fs) 一 lm | fo C8 Crydz 
= | fer)gerydx 


即 /ef. 
Cvi) 设 lim 《ry 一 /C42) , 且 | 站 Cz) | 手下 , 则 


AAAI YH tir Ek. 
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由 《v ) 知 ££ 
即 车 lim /Cr) 一 AKCr), 且 | /Cr , 则 必 有 凡 - 全 - 
下 证 由 /一 >/, 不 能 得 出 lim /fC 一 f(z). 
反 证 法 车 Hm/f.Cx) 一 ACz) 成 立 , 必 有 太一 六 从 而 ,由 
推出 /> 
由 kv) 中 反例 便 知 矛 盾 ， 
克 /一 一 广 成 立 ,不 一 定 有 lim/,(z) 一 了 (zx) 成 立 . 
[6. 20] 如 果 {( 广 Cr)) 在 工 > 中 弱 收 敏 于 Fiz, | fl 
EF Cao), 则 在 Zz 中 /一 FF. 
证 考虑 /一 FE 一 [Cf Fdr 
fers fr ou 
由 题 设 
[raz — HAE reli= rdr. C2) 
又 由 题 设 知 ,{f.Cz)} 在 Ls 中 红 收 化 于 严 (z), 故 对 YE 六 有 
fgdz 一 | reaz (7 一 ce )。 
特别 到 gtx) 一 F(x} 有 
了 大 Pdzr 一 | Fedz 人 一 ee C3) 
从 而 ,由 CI),t2),3) 便 有 
Fl 二 eaz 一 2 Frax 十 | Feaz 一 0 (n> oo0). 
即 1 天 一 天 上 一 0 Creo). 


故 在 fs 中 ,fw 
L6. 21] 设 了 六 ETCp31) 六 -ae 于 五 , 则 在 二 中 
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六 -名 .rr 的 充 要 茶 件 是 ‖ 天 | 一目 关 1 


证 “必要 性 车 广 - 主 .Fr, 即 上 六 一 让 oococeo)， 
由 于 
[A oO 一 0 (no0o) 


所 以 | Cn oo). 
充分 柱 困 8 了 E7L 所 以 ,7E 工 :部 
(xcem lrdz)* < 过 十 oo， 


故 存在 常数 下 ,使 得 对 ¥ ce 汪 >0, 在 
Eo 一 【一 cok) LU CR， 十 ce) 
上 有 


Liveorepe# (D0 
由 题 设 知 , /上 ,一 了 1 
所 以 (foiled) {J trae)”. 


因此 ,存在 和 i, 当 w 六 和 i 时 ,由 (1) 及 极限 的 保 号 福 知 


1 


{jirar) <i. [和 


从 而 ,由 明 可 夫 斯 基 不 等 式 得 
J [flrdzr 雪 {[f I Paz 十 Dra] 
上 于 ( 芭 ”+ 当 (划一 去 cp 


另外 ,在 五 ;一 [一 点 ,天 |] 上 ,由 题 设 Ff A 于 E,. 
所 以 ,存在 EsCE,mRd, 


一 要 
而 在 互 一 上 ,所 一 < 闻 f 内 此 ;对 上 述 的 >0, 存 在 Ni, 使 
当 ni Ns 时 有 
*” 384“。 


,1 
广 


I. 一 /二 |[ 破 | 


从 而 [17 fidr < | 总 dx 
E,— Ey 上 上， 一 
[3 
二 C3) 
而 在 上 E; 上 ,由 于 芭 Es 一 82, 由 积分 的 绝对 连续 性 知 
15 一 flrdx < 车 C4) 
二 


因此 , 当 n>max{NyANs}) 于 ,有 (C2),03) ,C4) 式 成 立 , 所 以 
fi fer | fe fdr th /hd 


十 了 rodz 
EE Ee 上 3 
一 三 十 三 十 三 一 
归并 天 一 三 上 和 0 从 丽 玫 太一 庆 让 一 《co 
故 /yf. 


三 . 工 : 空间 的 性 质 

[6 22 了 试 证 ; 当 1 过 7 过 pp 时 ;二 , 福 . 间 ; 此 结论 对 mrE5 二 
十 ce 是 理 成 区 ? 

证 请 /GE7o: 念 

= ELr| IF)| 11,B—=E— A~ EL | < 1]， 
则 


ffiraz = | trar t+ | /har 
< | lrdz + [ld 


S| lflrdrt mB <+ ~. 
BD feEL BD TC. 
当 二 十 co 时 ,结论 不 一 定 成 立 . 
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例如 EE=[F1l; 十 c0), 了 (zr) 一 -i. 
则 FEL: 和 但 FE Lb. 
+ 1 
事实 上 , | 170laz 一 dz 一 1， 而 


2 tm 1 一 … 
cm = 一 | 六 


[6. 23] 证 骨 当 ff,g ,hE 工 ; 时 ,有 
taf + grh) = atf sh}y T+ berg shy. 
证 当 fa, hEL:; 时 ,由 内 积 定 尾 知 
Caf + bg ,hy 一 | {af bedhdzr = a| Fhdz 二 可 三 在 村 人 
下 大 与 

一 atf sf) 十 beg ,hy. 
[56. 24] 证 明 mE LW 了 tT 可 科 
证 因 .FE 工 :， 所 以 Ar 在 五 上 可 测 , 并 且 


| ceoaz 过 十 co- 


又 因 CA) | 一 1) 这 0; 即 fn tt 


1 十 Fry 1 1 
网 “| fondare) i ar = | d+ 喜人 Crdz 


一 妆 避 区 十 去 | frydz < oo, 
上 


即 |7(z)1 在 玉 上 可 积 , 由 flr) 在 上 上 的 可 油性 知 ,f/ (x) 在 EE 上 
可 积 . 
注 此 杆 的 结论 是 上 题 的 特殊 情形 ,可 由 上 题 直 接 得 出 . 


L6. 2S] 设 玉 一 [0,1]; 作 一 可 积 孙 数 (ry), 使 f 写 LL,， 
解 ” 设 


fiery = 1 工 蕊 C0,1] 
0. 工 二 0 
则 x 的 截断 隙 数 为 
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一 一, 当 一 一 < 挟 ” 
” -人 
《7 4 1 
n. 妆 一 -一 人 
ww 
D0, 工 二 澡 
1 
:站 一 
即 fn) 
i 工 rs<1 
VE 


fenar 一 im | 。 {FET dr 
v mcm 


一 lim 人 Pear 十 [ —1 gx 
n=oc | Jo 总 了 


1 
1 
7 


站 一 


一 各 | 二 +av 


一 limt2 一 二 一 2. 


蒋 7Cx)ELDO,1]. 


1 
工 ， Ko,1 
但 re 工 ， EO,1] 


0, 工 一口 
却 不 可 积 . 这 是 因为 


[fondar 一 lin Perzy dz 


4 
= lim | [faazx 十 人 Taz | 
A or [a 去 了 并 


一 lim {1 十 lnm) 一 十 ceo. 
即 产 (x) EL, 从 而 F(X) EL;. 
[6. 26] 证 明 在 I 中 ,Cf,g) 一 0 的 充 要 条 人 忻 是 对 任意 实数 
wy 有 f+tagll:= fag|;. 
证 必要 性 设 Cf,g) 一 0, 则 由 于 
"397 = 


Fag 二 一 CTagy rag) 

= | Fl iF2atf ee 用 | 

= HFEFarllgl2 C1) 
/ag li ag fag) 

= | F222atf ,sg) ta dsls 


= Aita lglls (C2) 
页 由 512 《2) 知 
fF+agll:= HA agl:. 
充分 性 设 f-Hag: 一 上 ff 一 ag:; 即 
Fiaglli= /A «asl, 
由 C3、《2) 两 式 知 
EA DaCcf git edi= |i 2acf ,gy alle lz, 
故 datf,g) = oo. 


由 于 aa 为 插 何 实数 , 取 2s0, 便 有 (re 一 0. 

[L6. 27] 试 证 ;Lz 空间 是 非 局 部 列 紧 空间 . 

证 过 证 明 这 一 问题 ,只 雪 能 在 工 : 中 找到 一 点 使 包含 地 
的 任何 分 域 中 都 至 少 有 一 无 限 序列 没有 收 钱 子 列 妓 可. 

以 下 就 工 E0,1] 来 考虑 : 取 /一 0E€ [0,11]; 对 /一 0 的 任何 邻 
域 ND0, 和 六, 取 a; 使 58 汪 A>0, 令 

HX) 一 上 -cosf2nrz) (一 1.2,…)， 

则 有 CELLO1] n=1,2,"…), 且 


时 9 
1 /li [A (zydz 去 cidz 2 6. 


即 ofa = | Fl: < 
此 而 有 ENCGO,S) 《ma 一 1， 2) 
但 只 要 wm 尖 ;就 有 


1 
Nf fel3 = | Ateoscanrzy — cost2mrr) dr 
1 
< 一 dad: [feos Caneyar 十 | sos*(zmrzodz 
oa 
* 398 + 


1 
一 2| COSZATICOSZHATAA ] 
D 


| 二 译本 0 一 2 


2 2 
从 而 有 jd 0 mm). 


可 见 {f.} 不 可 能 有 收敛 子 列 , 故 Lz 是 非 局 部 列 紧 空间 . 
E6. 28] 设 1f.} 是 Is 中 的 序列 ,车 


DIA 


"=} 


则 之, /Cz) 收 敏 . 
证 由 于 之 ; 上 大和 :< 十 co 部 对 晤 sr0Ds 习 放 人 0 遵 玫 六 


人 
时 ， 之 7 fl se 


令 ， 
Si 一 让 十 站 十 一 十 让 ， 


则 SAE Ls (410) 
于 是 , 当 nn 六 zm 时 有 


1s.—sa ls oh 2 7 2 1 


SN me). 
从 而 ,{S.} 是 Li 的 基本 列 , 又 由 于 工 : 是 完备 的 ,因此 1S.} 必 收 做 . 
即 limS 一 1 他/ Cr 一 人 ;kz) 存 在 , 亦 即 之 /Cr) 收 伍 . 


[6. 29] 敌 产 ET 六 -至 -r 刚 有关 1 sc 为 常数 Y 
证 ”用 反 征 法 . 
假设 .上 ;无 界 , 则 由 此 可 推出 数 集 


{Cf = {| ficecrydri sg € 1) 
" S399 * 


在 工 ; 中 和 任意 闭 球 
Ss= tg| He 一 Boss， Ergo E L2} 


上 无 界 . 
事实 上 ,车 在 某 个 闭 球 
SO—= {sl ls gollz eo} 
上 {( 记 ,82} 有 界 , 妈 存在 常数 ad, 使 
icf gl MEES, n= 1,2,*). 


于 是 ,对 ¥ ELsynh 滨 0; 作 及 ' 二 go 十 eo 本 六 人-* 则 


下 有 ”一 go = De + TF), = es 


故 下 ”和 So, 
从 而 eth < nn 二 1) 
即 


“| 一 一 
{Cf Ra" ) | [Cf go eo Ta 
= | tT | a Ca 一 1 2。…)。 
而 
TF | | <| 和 CA fs go) | EM, 
故 得 
A a by 
I SE SB hn 一 12 


但 &oES 所 网 和 JF po) [= 从 而 


nf 
[SA EA 
{ 共 中心 = 玫 


注意 到 上 式 对 Y 后 工 : 成 立 ,特别 取 关 一 三 , 则 
fs- 
HI 1 
» 400 » 


这 与 假设 有 让 ;无界 政 盾 , 故 车 上 上证; 无界, 则 数 集 {tf.,8)} 在 
世 z 中 的 任何 闭 球 
So= {slls— gl ss)} 


上 无 界 . 
现 设 So 是 7 了 az 内 任 一 闭 球 ,于 是 , 集 1( 户 ,s)} 在 So 上 无 界 , 因 


此 ,存在 自然 数 ni 和 gE 5, 使 得 [C7 ;81 1 这 1. 
由 内 积 的 连续 性 得 
Fr (8) CF EY. 
是 gg 的 连续 较 数 , 故 由 连续 了 范 数 的 性 上 质 知 ,存在 以 gi 为 中 心 的 闭 
球 
Si= {slls—ell. a} (1) 
使 得 当 | | | z<ssr 时 ,都 有 
[Cf 8B)| > 1. 

在 闭 球 5 上 , 集 {( 记 ,gg)} 仍 然 无 界 , 因 此 ,存在 mm 和 一 个 
元 紊 gzE 51, 使 得 1 ,gs) 1>2， 

仍 由 内 积 的 连续 性 知 , 存 在 馈 球 


So= {gllg— gl eS, [=< 二)， 


使 对 VY gE 3, 都 有 | C7 8 > 


如 此 继续 下 去 ,存在 ,gE5-1, 使 | Cf ,gi)| 渤 ,由 肉 积 
的 连 钙 性 ,存在 半球 


SS 一 (ET 有 一 人 月 < 时 可 (Cg < 二 让)， 


使 对 Y egE 吕 有 1,g)1> 如 此 得 到 一 点 列 { 
由 于 Sp TCT Sp 1 ,gp BE, E 3,, 
| gre — &, ss 0 Cn om). 
所 以 ,fg 为 了 中 的 基本 列 . 
由 于 Zz 为 完全 空间 . 故 存在 g" ELK;, 使 
* 401 。 


蝇 


Brg” (Cn oo0). 
和 EB = 1,2..). 
而 由 条 件 知 , 记 一 了/, 故 
limCfssg’) 一 CA 
但 1C7rg7D13 二 所 以 ,lim1Crassg" 1 一 十 co 矛盾 -因此 中 六 引 ， 
有 界 , 即 存 在 常数 二 ,使 ‖ 户 | :< 
[6. 30] 设 积分 | rdrogcrydz 对 任何 ge7s, 都 友 在 生 有 
限 , 则 /Es 
证 由 于 对 任意 gE7s, | Acz)egcz)dz 存在 县 有 限 , 故 令 


gCz)=1, 则 ge 有 | /ccdz 存在 且 有 限 , 所 以 
fa)EL[as6], 于 是 ,f(z) 在 La,5J 上 几乎 处 外 有限. 可 测 . 
令 


-Cr EFzllriso] 
Kx》 一 1 
4 人 CE 人 
则 lim ge》 — f(ry. 
即 对 ¥ er0 0 当时 ， 
LAcnm 一 Ar1l < 襄 ， CEY 


并 且 |.tx)| 在 La.,58j 上 有 界 可 测 , 由 于 58ELs;: 帮 |etx)|1:* 有 界 
a.e 于 [e358]; 从 而 存 站 iM>0, 使 
la < az ee 于 [ao 
即 fgtr)| ss ad ae 于 [epo]. 
对 上 述 的 sc>0, 当 mm 六 时， 
[i Crag Cr — rg 一 er，|Foz 一 Fr) 


- E 
二 本 一 


前 六 Crzgfzr 一 -rrgtrl ep 于 [ep], 且 
[rat /retry| 十 1 
+ 44D2 。 


而 由 条 件 知 | 1ACegCr)1dz 存在 ,由 勤 贝 格 控制 收 和 敛 定理 有 


日 Ea 
lim fg rydr 一 | TYE CITI. 


Hl 


由 gL 的 任意 性 知 ,ACx) 在 工 : 中 恰 收 艇 于 f(x). 由 上 题 知 ， 
《下 - 志 站 >*} 有 界 , 即 


fn dr G12 


而 | .Cr7y1z | rzylaae 于 [ao5] 
由 苇 者 定理 得 


[ir tear = lim/ de 


< limf lf) dr 


Hom 


BFE LIL;. 

[6.31] 设 吉 (tn 一 1,2,'…) 是 方程 tg: 一 t 的 正 根 , 试 证 : 
{sintrz 是 二 LO] 中 的 正 交 系 ， 

证 由 于 5 一 1 2 是 方程 的 正 根 , 所 以 ,当下 天 时 ,有 


sint 
一 0 fm = Et。 一 一 一 一 一 
COSt, ’ B COSt, 


人 


即 
sint, 3 Oycost, = 0,sini, 天 0yeosr -下 0. 
考虑 Li:[0,1] 中 的 内 积 


1 
《sintTysint rT) = | sint re * SiNn{mTd zt 
1 

= 去 | [eoste, 十 上) 工 一 cosft — tryr dr 
__ .1 sinti, + fm) _ Sintt,— fm) 

2 ts 十 Em fs ~ Em 

1 1 - ~ 
一 一 于 去 二 mL 一 fa) CSINt, 。CDSE 十 cost, * Sint,} 


— {ht sinicost, 一 cosissint,) | 


cost, * COSE 


一 -到 天 一 ray Le 一 ft) Ctgt, + tat ) 


* 403+ 


一 《十 加 DCtgA 一 站 gt) 


5 LG a 二 和) — Ge, 4 Ea) 4, — £0)] 


二 0， 
即 mn NH, Csint,T ,sinta x)— 0. 
故 sint, 与 sinz 正 变 . 

所 以 ,{sint,z} 是 LL,[0,1] 中 的 正 交 系 . 

[6. 32] 设 {er} 是 工 。 中 一 标准 正 交 系 ,{a4} 是 一 列 常数 * 则 下 


述 儿 件 事 是 等 价 的 . 
《1》 a 收 侣 ; 


C2) 人 esi 收 化; 
(3) 存在 Essy 司 a 二 (Cryery 《一 1，2 
证 0) 先 证 (1) 与 <2) 等 价 . 
令 SS。 一 Ge1 十 ases 十 十 ao 
m= |al?tt laa?t :1a 1?. 
由 {er} 的 正 交 性 ,对 任意 的 x nm 
S.C—S., = CntiEmti antaentst :ae, | 2 
= |amril’ te Ta l= 6, — 0,. 


因此 ， {5,} 是 基本 列 的 充 要 条 件 是 {o,} 为 基本 列 , 叉 因 芝 : 及 实 直 


线 R' 都 是 完备 的 ,从 而 证 得 之 2aie 收 仇 的 充 要 条 件 是 之 1ar1 


收敛 . | 
《ii 再 证 C2) 与 (3) 等 价 ， 


人 一 (3) 设 各 1 上 收 售 , 由 ( 记 知 ares 也 收 总 , 设 


zx 一 它 arer，, 令 
Ss = atei 十 dzes 十 .-. 十 quen， 
于 是 
* 404 = 


CS se ) :一 {oe 3 = Aas 一 1 2， 
Ce sz 且 男 定 ) 
由 假设 条 件 知 
一 人 工人 
由 内 积 的 连续 性 
外 = Cae tre (7 kk. 
二 mn 一 oc 时 ,#( 达 nn) 了 世 可 志和 任意 大 ;所 以 


中 /一 (CTyey sr 一 1 2 


此 即 证 得 (3). 
(3) 一 > (2). 设 二 LI:er) ;由 贝 塞 尔 不 等 式 可 知 
六 | Cr .en) |? 
收 敲 ,再 由 02) 一 > (3) 的 证 明 交 
Dre 


收敛 ,由 (D 得 。 之 /1arl? 收 俩 . 
L6. 33] 设 MCLs,AMLi 表 示 Ls 中 与 M 中 所 有 元 泰 都 正 次 的 
元 衰 的 全 体 组 成 的 集合 , 即 
MLi= {gl(f ,gy = 0 FE MERE LL}, 
证 明 :af+ 是 工 : 的 一 个 完备 子 空间 . 
证 先 证 Af+ 是 线性 子 空间 ， 
设 工 ,yE MT, 则 对 任意 实数 2 及 任意 zEM， 
tr ave 一 《rz 十 yz = 0+a*0= 0. 
于 是 = 十 ay 和 ALT ,因此 Mi 是 一 线性 子 空间 ， 
再 证 M+ 是 闭 的 . 
证 xoE GM1)' 由 聚 点 定义 , 则 有 1zoCnIL, 合 
Hn, = Xo 
插 歌 yEM; 则 (zn1Yy) 二 0 Ci 一 di 2 再 由 内 积 的 连续 性 知 
{XoprYyy 一 lim tx, y) = 0. 


”405 * 


于 是 ”zo 人 21 ,因此 有 H+ 是 闭 的 - 

即 Mt 是 工 ; 的 一 个 完备 子 空间 . 

[6, 34] 设 {rwiCr)1 是 一 完全 的 正规 直 交 系统 ;假若 (9 CT)) 
在 Iz 中 满足 条 件 : 

站 rescry — Br dz < 1， 

且 {t7)} 是 一 正规 家 交 和 系统, 那么 ‘LIT)} 也 是 完全 的 . 

证 设 了 ET 上 且 CCF 内) 一 D 什 二 1,8,'…). 由 完全 系统 的 定 
穴 * 则 只 要 证 了 一 总 即 了 可， 


由 于 
Cfo = CR CFyro 一 的 一 (ro 一 人 7， 
所 以 
res | = | a) 
FA =) 


Sf wi Fi- Sw ~ ll? 
二 一 1 一 了 


一 /li Se, ~ pdx G) 
下 面 证 髓 中 A 二 0， 
反 证 法 车 /过 0; 则 了 >>0. 


让 (1) 式 及 Go 一 Rydz 之 1 知 


USL HE De — pdr < HAN C2) 

另 一 方面 ,由 于 {wntr)} 是 工 , 中 的 完全 系统 , 故 巴 寨 弗 公 起 
成 立 , 即 

HAN Dr 和 (C3) 


比较 5c2},t3) 两 式 有 
FN A, 
* 406* 


显然 政 秆 .i 故 必 用 fl: 一 0; 即 /一 人 0. 

所 以 ,19Cr) 1} 十 完全 的 . 

[6. 35] 设 {wn(tr)} 是 [u,b51j 上 封闭 的 正规 家 交 系 统 , 则 在 
[Caswj 上 关系 式 


Switr) 一 十 ce C1) 
二 1 


几乎 处 处 成 立 . 
证 上 反 证 法 记 EE 二 [a,5. 
设 0) 式 示 是 几乎 处 姓 成 立 ,; 有 妓 


mE[z| Sr) + ce]> 0， 
4~1 
于 是 , 必 有 计 半 0, 使 
mE[x| Swicr) < M|> 0. 
4 
记 4 一 ELz| 全 retkz< 1 ], 则 和 490. 取 人 4 的 可 测 子 集 如 ,使 
站 


1 
OmB < sn’ 


县 定义 
os 五 
Ace 一 | = Cd 0) 
人 D0. 工人 三 是 
网 feEL;, 
站 
rise fodr— | renar = qd. mB C2) 


加 


< 人 Cf, 一 (ff)w crydz) 


2 


= (| a rydz] -ad | wendz) 


< {lias] rr] 
=di*mB: | niaz. 
有 而 
"A407 = 


mB >| eaaz 一 给 人 4 7) dr 


法 
dmB .MmB= dM. (mB 
< 


AL 


去 -mB 《37 
比较 527、 3) 两 式 有 


HA Sia = Sf 
| 时 -了 
好 上 3 之 7 Cf oor， 此 与 {wwlx)) 的 封 用 性 蔬 盾 . 巩 必 有 


mE[zx| wiz) < 二 co] 一 0. 


所 以 ,这 yw) 一 十 oo 在 [a6J 上 几乎 处 处 成立. 
[6. 36] 设 ELLa,5j; 试 证 
lim {fr 十 A) 一 /andr): 一 0 (0<28 和 6h a). 
证 (中 先 证 Ye>0; 存 在 连续 函数 glxr) ,使 
{{ /fer) — px) rar)t <e. 


邻 E=[a6], BE, =— Efrzlif2n]G=1,2,.*). 
由 于 /ELLsbj;, 况 [FELLaej 所 以 由 积分 的 绝对 连续 性 ， 
存在 40D, 当 me< aa 时 ,就 有 


(fifiar)* < 二， 
于 因 jimm 匹 一 D, 所 以 存在 :使 rE 一 入 ,从 而 有 
N+: (mEn)t Ce (fo rary” < 二 


二 一 上 ;使 得 
-40B * 


tm[E — Ev — FJ}! < 


41Y" 
而 fiz) 在 下 上 连续 . 
在 [a,5] 上 作 如 下 连续 函数 
y 一 (A EF 
TI 一 线性 函数 . rEE—F 


因 |gr?)| 志 NN, 由 题 [6.7] 知 : 
{| 1 F(x) 一 Pr) ldr} 


1 


< {ff oar) + {1 1 — ?liar) 


1 
加 


+ {J, -7 一 pladz)” 
< 过 0 十 {| ar): 十 [wa 上 
Ey EN 


+{ {art lel yd} 
圭一 二 jy 一 
一 三 十 二 + 2N[meE — En — FY 
[可 E 所 
三 了 十 万 十 2 本 一 上 
所 以 oz)7 即 为 所 求 的 连续 函数 . 
Gi) 若 f(x) 为 连续 函数 ,证 明 命题 . 
对 任何 满足 1h 二 5.4. 一 0 的 二 ,} , 令 
A 一 Fr 十 由) 
网 ELCr) 一 f(z) 在 [a 十 8,65 一 8J 上 妈 处 成 立 . 又 由 积 
分 的 连续 性 知 
fre — fee oo 
郭 在 LzLa 十 人 ,5 一 6j 上 吓 记 :一 一 上 2 由 题 [6. 20] 知 
ff 


" A409* 


即 
5 i 
(fh ar) 0 一 co 
十 十 号 
也 即 
地 1 
lim {f [fz Fh fn ldr} =0. 
二 
出 ,的 任意 性 知 
硬 一 旧 1 
lim {| fcr 十 丰 ) 一 fr ldr)” 一 0. 
两 -站 PE 
从 而 洒 ir) 为 连 恕 王 数 时 ,对 e220,3 o>0; 当 0 过 之 ho 时 有 
一 -由 本 
(ff [for A) for) ldr}) < 和 C1) 
二 二 


Ci 车 7)? 为 任意 可 积 函 数 , 证 明 命 是. 
当 .AKCz)EEzkha5 时 ,由 5 对 YY e>0, 存 在 pir} 在 [a,5] 上 


连续 ,使 得 
{fre 一 vr) az < 写 : 
内 而 当 0D<<pao< 人 时 ,使 当 产 <<Aho 时 ,也 有 
{ff — EY jzdzr} < 3 


三 


(fle th) — gr hy dz) 


< {fi — rndr)” < 三. 
由 (ii? ,结论 对 连续 画 数 成 立 . 
故 对 连续 画 数 内 zr) ,也 有 (1) 式 成 立 . 即 


了 hn 。 三 
{fo ie 十 大 ) 一 px) 1 dz} 一 三 . 


有 从 而 


ce 


由 一 二 ， 
(| ifer th) Fr de 
汪 秆 闻 


"110* 


ol 一 


< (站 ,ee + hy — gir + Ah) ldr) 
十 (fg 十 衣 ) 一 ger) ld 


1 
由- 富 本 
十 { ,lox) — foryldr} 
志 E E 
二 可 二 可 本 5 


即 对 Y 也 LzLa;s]]; 都 有 


太一 二 去 
lim{| [for + hy 一 fz) 1rd) = 0. 
和 口 十 二 
注 ”此 题 的 结论 对 jc 和 [La 5j 也 成 立 , 证 法 完全 相同 . 
[6. 37] 设 EL 一 co, 十 oo) gED( 一 coo, 二 co) 
斌 证 
+ 
Fy = 三 二 


为 1 的 连 凌 函数 . 
证 由 于 EL 一 o0, 十 037) 夏 
[Fetti A Fm)| EE Tf oo0, + coo), 
即 
Fee 1 
{ 站 ec 十 三 — /nladr)” 二 十 coo. 
故 对 Y sm>0, 六 人 0 全 


(fre + fonlar) < <, 


(人 e+ 一 aopdr 天 一 三， 
由 土 题 知 ,存在 >0, 当 衣 < 必 ho 时 有 
(ff tA fo bdr 二 三 . 


从 而 有 
* 411: 


{fe ti — for dre): 


1 
加 


ee [三 IJAez + Ah) — fr) dz) 


hi 一 


十 { 人 Acez 十 三 一 Acz)lxdz} 
十 { 人 ”eer th) 一 zylzdz| 


5 所 SE 


Mn 


即 im{| ”Lez 十 A) fdr)* 0. 


下 和 证 是 上 的 连续 本 数 . 
由 堆 尔 得 不 等 式 , 对 WW 1E (一 oo， 十 co) 有 
[FC A — Fy | 


= [fe tte) gdr— [for + gdr 


二 
< Jr 十 十 aa) 一 rz 十 2 。 lgcrzyldr 


i , 
<{/ rts a — ftrtnlar}’ 
{ec prae): 


人 一 ee + an — er) dr) - gl s. 
由 上 题 知 


(eta /npdr)i wo ca oh 


所 以 [FG A FO 0 (Ar — 0). 
即 (2) 对 任何 :是 连续 的 ， 
注 此 题 的 结论 对 fFEL(— 0, 十 se 8 一 cy oo), 


方 十 过 一 1 也 成立 ,证 法 完全 相同 . 
*»* 4l1l2* 


[6. 38] 设 {18 是 正规 直 交 系统 . 则 
公约 十 cr 十 十 对 风 一 站 
共有 当中 一 az 一 … 一 4 一 0 时 ,才能 成 立 . 
证 对 YY BE {Gg}: 和 由 于 {9%} 是 正规 直 交 系统 , 故 有 
si 
CR = 0 二 
车 十 Gz 名 十 下 十 .9 一 0: 则 
fa 十 az 二 二 a (0 0 (= 12 
女 由 于 
{a 
a ap a 
一 中 。 0 十 cs 0 二 a OFa (gs) 二 -二 a * 0 
一 ar f=] nn), 
胡 GD rz 一 T.2,…:7)- 
即 名 ,是 到 性 无 美的 . 
注 此 题 表 明 :zz 中 任何 正规 直 交 系统 都 是 由 线 福 无 关 的 孙 
数组 成 的 . 
[6. 39] 试 证 工 (0;,1) 中 正规 直 交 系统 中 的 元 察 个 数 不 契 过 
可 数 个 . 
证 国 为 元 为 可 分 空间 , 故 存在 工 : 中 的 可 列 稠密 子 集 4, 设 
A ligirgar" Ba }, 
县 设 1twi) 为 正规 直 交 系统 , 则 对 任 一 志 扎 {1w.}, 必 在 4 中 存在 
Ea( 上 点) ,使 得 


1 zw 一 和 Ce 一 于， 
对 另 一 ze {zo}; 则 在 A 中 存在 gt)) ,使 得 
1 ao 一 CD as < 二 


当 外 关 jY 时 ,有 
| Hut Te ote gi) | , 
* 413。 


三 有 TI 中 2 | 的 下 了 -一 证 证 [| 2 一 | Fa) 一 三宝 | 2 
丸 由 于 


[i 


hn 一 ao 人 ee 一 
1 
人 1 
一 让 esaz 十 | teridz 一 2| wwsdz} ” 
nt 0 Ll 


一 《十 1 一 2.0 注 一 w 2 
站 gt 一 和 CD Y 王 一 语 一 言 一 Y3 一 1 
即 不 同 的 zw 对 应 着 4 中 不 同 的 gi 而 A 为 可 数 集 , 因 此 {cw;}) 至 多 
含 可 列 个 元 率 . 
故 {xo} 的 势 不 超 过 沙 . 
56. 40] 证 明 攻 (rz) 一 (rz) 一 0D 十 cos {rz 一 X06) 一 co0s67* 是 三 
衣 多 项 式 . 
证 tCx) 一 1 十 costr 一 IT0) 一 cosO 一 《1 一 cos6) 十 coOs Cr 一 xo》 
二 a 十 costr 一 +o) ;其 中 经 一 1 一 cosd 
一 [Cry 一 [La 十 cosfz 一 二 0 了 


一 Cra tcost CT To) 
鄙 一 中 


一 之 5costCr 一 zxo) 3 
其 中 二 Cia + (ER 一 0 1 2…sn)， 
但 由 于 (ecoszr 关 可 表 为 1,cosrycos2rzr eyeosg&yr 的 线性 组 合 , 收 
COSt CT ro) = 二 OcosCr .ro) Ccos2 Cr — ro) 
Tasktr— ry 
上 成 而 存在 A 下 一 0,1,2,-… ,J 使 得 


Tr = 7coskCr— 10) 


-一 之 : Lercosk.rocosk.r-- ersink rosingr |] 
"4ld* 


站 + 
人 9 ， 
一 全 ， COS 外 十 > Bisinkxr 
二 二 0 一 


一 学 + > (CacosgkTT Prsinkr?. 
Pg] 


其 中 ;Fd 1 sinkro 二 1,2Ds" ,NN). 


页 工 (z)? 汶 一 三 第 客 项 式 . 
[6. 43] 证 明 三 衣 系 统 耳 ，; 


1 COsT Sin ... coskIT Singr . 
VR RAE RV 
在 了 工 ;[ 一 rr 中 是 正规 直 交 的 . 


| az ~— 1 ， 


。 1 六 
证 由 于 | -其 由 = 人 人头 
| 0 1 ,= 「 .ar = 1 (二 二 1,2,……*)， 


sinkz ” sinkry, 一 一 a 
| 1 
故 工 是 正规 系统 . 


其 次 
| 1 ,A _f 1 cos&c |。 
YT ww oR 
一 -二 “coskzrdr 一 0 (k= 1,2,..*)， 
| 1 | ™ 1 sinkz, 
V2 Vr -rr YEA VR 


(See SIN 『 COSRTHiNmr 
元 - 
< 


一 去 ” fsintgk + yr 二 sintm 一 kyT ldr = 0. 


(Rn 一 2) 
dls* 


rr 
一 二 | COSET * COSMmTHT 
rn 


一 二 二 [eaosr 十 my)zr + costk — mr ldzr 
一 日 (一 12 
| 和 ,2 | 一 二 人 singr * sinmxzdr — 0 (Kk 3 1). 
i 4 
吉 个 是 正规 直 交 系统 . 
[5. 42] 证 明 三 角 系 统 了 : 
1 COST SiINr cos27 sin27r ,oo, SOsSnzx sinnz 
Var VE VA A A VR VR 
是 Za[ 一 zx,x1 上 的 完全 系统 . 
证 由 上 题 知 T 为 正规 直 诡 系统 . 
设 上 全 工 z[ 一 rr], 它 的 于 标 全 为 ,部 


i 一 
记 | fa —0 


-去 太 resinnraz = 一 站 


Fe [feosnrdr = ka 一 2》 (19 
现 只 要 证 明 frz) 二 0 a.e 于 [一 x,wr] 有 即 可 . 
令 gr) 一 了 fe, 


则 gtz) 是 全 连续 薄 数 ,有 自 g' Ct) 二 Cr) 一 fC 一 x) ,及 
本 (一 艺 ] Os gtA} = 0. 
请 分 部 积分 公式 及 (17 知 


了 HCTIcoOsnrdr 


1 . ™ 本 
-一 gr + 元 Sin 一 上 SiNnT » g' Cr Ydr 
_ -= 


一 一 人 sinnt ”天 工本 上 上 二 sinnT af 一 工本 一 章 


-416， 


(一 1 ,2.3，……) 


| gCr)sinnzdz 
一 上 ag’' Crycosnrdz 
x 一 


一 一 了 CCosm 工 本 十 人 一 rcosnrdzr = 人 0 
Cn 13.*) 


一 一 gx) eosnr 


邻 局 二 去 [ gC)dr, Cx} 一 EC) OO 
删 
”Gezdzr 一 『 Kxzydzr 一 「 cdr = 2xrC 一 2xrC — 0, 


~ CrIcosnrdr 一 六 gCrIcosnrdz 一 cl cosnTdz 
二 0 人 d= 0， 
了 Gr)sinnrdz 一 『 gtrT)sinnxdzr -一 cf sinnzdr 


=0—0= 0. 
所 以 对 任意 三 角 儿 项 式 


了 fr 一 en 十 他， (Cacosk.r + bsink.ry) 


+ 二 1 


都 有 " TiryG rdr = 0. 


车 Gtr} 闫 0; 则 有 xo 所 一 zz) ;使 人 Cro) 天 00. 

不 妨 训 GCro) 二 280>0, 由 GCT) 的 连续 性 有 

T= [ro ,To 二 C(x,7j ;使 在 了 上 G(r 
tt 一 1 十 cosfz xo) — cosd, 

则 在 天 上 FTI 盖 1 在 了 一 忆 上 |5Cr1<1. 

由 题 L6. 40] 知 ,Cz) 为 和 三角 包 项 式 , 因 此 对 任意 ,都 有 


[ {rox gr Or 一 [ Grerdr 二 | GTI rydr, 
一 区 四 7 


令 


-17 » 


但 


im | Grrr Ydr 一 上 =--lim| GP)dz 一 0 
本 lim， 


与 上 Crzomtrdr 一 站 本 质 . 
所 以 Cr)=0, 即 g(t. 
但 yi 一 zy) 一 glx) 一 0:; 所 以 g(x) 二 0. 
即 二 /Dd 一 0- 
frm=0 a.e 于 [~—r,r]. 
故 三 角 系 统 了 是 完全 的 . 
L6. 43] 了 证 明 有 限 国 数 系 统 ! 人 一 1:2，) 在 工 中 不 可 


能 是 完全 的 ， 

证 设 下 二 144iyfer fn} 为 工 ; 中 的 有 限 通 数 系 统 ; 不 妨 设 
其 线性 无 关 . 

用 划 密 特 直 交 化 手续 可 将 居 变 为 等 价 的 直 详 系统 和; 


本 一 《Tetereoss Ts 
各 与 下 也 相互 线性 表示 , 故 屋 与 下 同 时 为 完全 或 不 完全 . 
下 证 如 不 可 能 是 L; 中 的 完全 系统 - 
上 反 证 法 若 归 为 工 :中 的 完全 系统 , 则 也 为 封 亲 系统 ,从 而 对 
zz 中 的 每 个 上, 均 可 表示 为 号 的 线性 组 合 : 


一 人 Core 一 Cf tos) 
k=l1 
设 名 ;为 也 > 中 任 一 线性 无 关系 (gm + 本 选 
系统 了 的 mm 个 函数 ) ,它们 都 可 用 人 线性 表示 为 ; 
a 十 全 13fers 十 二 EwTEy 


终 二 Got 直人 zereiz 十 十 如 ar 


On n> NY). 
由 于 和 窍 阵 
* Al1B* 


的 秩 最 大 为 N. 
所 以 ,ss ,gn 中 最 儿 只 有 NN 个 线性 无 关 的 活 数 . 

此 说 明 I: 中 的 任 一 消 数 系统 至 包 有 NN 个 线性 无 关 的 函数 ， 
与 中 有 可 列 个 线性 无 关 的 函数 组 成 的 函数 系统 (例如 系统 T') 
也 上 盾 . 从 而 ,有 限 函 数 系 下 在 工 , 中 不 可 能 是 完全 系统 . 

注 此 题 说 明志: 中 任何 完 人 金东 统 的 势 不 小 于 锥 。, 题 [6. 391] 
说 明 I 中 任何 完 金 系统 的 势 不 超 于 忽 。; 由 此 得 出 ,7 中 任何 完全 


系统 的 势 等 于 私 o* 即 从 包 合十 列 个 国 数 . 
[L644] 设 {rortr} (二 1,2,""，*,n) 是 一 个 正规 直 交 系 , 叉 设 


/EI， 取 线性 组 合 这 Astws, 则 偏差 


了 一 A i 2 


当 A 二 Cw) 二 112, 中 sn) 时 达到 最 小 值 ， 
证 由 于 toes Cr} 二], 2 2) 是 正规 直 变 系 ,7E 工 :, 从 而 


由 贝 塞 尔 不 等 起 知 上 /入 人 core 
于 是 /一 Dive 13=[/— > 人 一 aw) 
Nt 2 A se 
一 人 | 六 | + Ea > A CF ies) 十 > 
op 


= Et CA dT Ey 


* 419.，» 


=[ AE Sf) + TA (fos0)F 
+=1 


A 
苓 当 A4A4 二 Cfsrwwj) 时 ,一 7 Avie i 达到 最 小 值 . 
[5.4s] 试 证 ,对 于 7E 六 ,有 15 一 ,she | /edz|. 
| fear|< [lala 
1 1 
二 (ra 
— Fl:*: lel;. 并 
取 g' 一 于 关 -: 则 1g* :二 1;, 由 《x ) 式 得 
| fadr|< Tri 


J /sar|< sup 


| 下 
此 式 对 一 切 jg" 上 .<<1 成 立 . 
即 得 sup | /erarle Ti C1) 
是 


选取 g* 一 于 了 一, 则 上 s" 1 :一 1 而 有 


[7 TA pa = NA. 
sup |f fear|= 中 关中: (2) 


hw Rl 


故 
综合 (9,2) 即 有 WA = ,svp, [|eaz|. 


" 120 + 


